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Resumo

Nesta dissertagao é abordado o problema de estimagao de canais variantes no tempo
em sistemas de modulagdo OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplezing). Foi
escolhido o modelo de canal WSS-US (Wide Sense Stationary—Uncorrelated Scattering)
com um numero de percursos bem definido. Mostrou-se que, quando o canal é seletivo
no tempo, as sub-portadoras consistem na DFT (Discrete Fourier Transform) da média
conjunta de N, amostras do canal no tempo, em que N. é o niimero de sub-portadoras
empregadas. Com a suposigao de que o canal obedece o modelo TDL (Tapped Delay
Line) e os simbolos de cada sub-portadora tém mesma poténcia, também foi mostrado
que a poténcia do canal se divide entre a poténcia da sub-portadora e a poténcia da ICI
(Inter-Carrier Interference). Para uma disposi¢ao em grid das sub-portadoras piloto, é
derivado um estimador MMSE (Minimum Mean Square Error) que explora as correlagoes
do canal tanto no tempo como na freqiiéncia. Da suposicao de que as correlagoes das
sub-portadoras podem ser separadas como o produto entre as correlagoes do canal no
tempo e na freqiiéncia, obtéve-se que a estrutura de filtragem do estimador IIR (Infinite
Impulse Response) pode ser separada entre as estimativas somente sobre as sub-portadoras
piloto e o processo de interpolacdo, seja no tempo como na freqiiéncia. E proposto um
estimador robusto, que nao requer as estimativas das correlagoes do canal e a variancia
do ruido, apenas considerando que a freqiiéncia Doppler méxima, a poténcia do canal e
a poténcia das sub-portadoras sao conhecidas. Também foi considerado um estimador
adaptativo derivado a partir da estrutura de filtragem do estimador MMSE. A secao
do filtro que explora as correlacoes do canal na freqiiéncia é estimada pelos algoritmos
LORAF (Low-Rank Adaptive Filter) e OPAST (Orthogonal Projection Approximation
Subspace Tracking). Jéa os filtros que exploram as correlagoes temporais do canal s@o
estimados adaptativamente por meio de um algoritmo baseado em decomposi¢ao QR, que
suporta uma versao rapida de complexidade computacional da ordem do comprimento
filtro empregado. Todas as técnicas de estimagao analisadas ou propostas sao comparadas
utilizando simulacao em computador.



Abstract

This dissertation deals with the estimation of time-selective fading channels in OFDM
(Orthogonal Frequency Division Multiplexing) coding systems. We considered that the
channel obeys the WSS-US ( Wide Sense Stationary—Uncorrelated Scattering) model, with
an integral number of multi-paths. In presence of time-selective fading, we showed
that the sub-carriers are the DFT (Discrete Fourier Transform) of the average of N,
channel samples in time-domain, where N, is the number of employed sub-carriers. Under
the assumption that the channel obeys the TDL (Tapped Delay Line) model, and the
transmitted symbols at each sub-carrier have the same power, we also showed that the
channel power is divided between the sub-carrier and ICI (Inter-Carrier Interference)
power. For a grid placement of the pilot sub-carriers, we derived a MMSE (Minimum
Mean Square Error) estimator that is able to exploit both time and frequency correlations.
Supposing the sub-carrier correlations can be separated as the product between the time
and frequency correlations, the filtering structure of the IIR (Infinite Impulse Response)
estimator can be separated as the estimation at the pilot positions and the interpolation
over time and frequency domain. Just taking into account that the maximum Doppler
frequency and the channel and sub-carrier power are known at the receiver, we proposed
a robust estimator that does not require the estimation of channel correlations and
noise variance. We considered an adaptive estimator derived from the filtering structure
obtained in the MMSE estimator. The filtering section that exploits the frequency-domain
channel correlations is estimated by the LORAF (Low-Rank Adaptive Filter) and OPAST
(Orthogonal Projection Approxzimation Subspace Tracking) algorithms. The filters that
exploits the time-domain channel correlations are estimated adaptively by an algorithm
based on QR decomposition, which supports a fast version, whose computational complexity
has the order of the filter length. All the analyzed and proposed estimation techniques
are compared by computer simulation.
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1  Introducao

A crescente demanda por servicos de multimidia em sistemas de comunicacao sem-
fio tem requerido, cada vez mais, altas taxas de transmissao. Porém, com a largura
de banda do sinal transmitido sendo maior que a banda de coeréncia do canal, podem
ocorrer desvanecimentos profundos na freqiiéncia e interferéncia inter-simbolica (Inter-
Symbol Interference — ISI). O OFDM (Orthogonal Frequency Division Multiplexing) foi
proposto pensando em combater tais distorgoes do canal [T, 2, [3]. No OFDM, cada simbolo
é transmitido em diferente sub-portadora. O OFDM ¢ dito transformar um canal seletivo

na freqiiéncia em um conjunto de sub-canais planos.

Nas tltimas duas décadas, o OFDM tem sido usado numa variedade de aplica-
¢oes. Quando aplicado em um ambiente com-fio, o OFDM ¢é freqiientemente chamado de
DMT (Discrete Multi-Tone). O DMT é adotado no padrao ADSL (Asymmetric Digital
Subscriber Line), que pode fornecer taxas de varios Mb/s da central telefonica ao assi-
nante do servico. O OFDM tem obtido sucesso também em varias aplicagoes sem-fio.
E atualmente empregado em vérios padroes de comunicacoes sem fio, tal como o DAB
(Digital Audio Broadcasting) [4], o DVB-T (Digital Video Broadcasting — Terrestrial) [5].
E varios padroes de redes WLAN ( Wireless Local Area Network), como o padrao europeu
HIPERLAN2 (High Performance Radio Local Area Network 2) [6], e os padroes IEEE:
802.11a [7], 802.11g [8], e 802.16-2004 (WiMAx) [9]. Além disso, o OFDM ¢ candidato
a padrao de comunicagdes moveis de 4G [10] e a redes WPAN ( Wireless Personal Area
Network)— 802.15.3a [11].

A principal vantagem do OFDM esta na sua simplicidade de implementacao, que
pode ser eficientemente realizada por FFT (Fast Fourier Transform); além de possuir
facil equalizacao, por eliminar qualquer interferéncia entre simbolos. As desvantagens
de maior importancia residem na perda de ortogonalidade entre as sub-portadoras, ou
sub-canais, que leva a presenca de ICI (Inter-Carrier Interference) [12], quando o canal
é seletivo no tempo; e na necessidade de sincronismo, por exemplo, quando h& um desvio
entre as portadoras do transmissor e receptor [I3]|, ou para determinar o inicio de um

simbolo OFDM [14] [15]. O problema de sincronismo nao seré abordado nesta dissertagao.
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Seré suposto sincronizacao perfeita.

A ortogonalidade entre as sub-portadoras ou sub-canais se deve a circularidade da
matriz de canal, que simula uma convolucao circular do canal. A propriedade de circula-
ridade surge naturalmente com a inser¢ao do CP (Cyclic Prefix), ao custo de uma perda
de energia proporcional ao comprimento do CP [16]. Porém, as vantagens do uso do CP
compensam qualquer perda de energia do sinal. Quando o canal varia temporalmente,
a matriz de canal perde sua circularidade e as sub-portadoras passam a interferir entre
si [12]. Como derivado na dissertacao, a poténcia do canal se distribui entre a poténcia
da sub-portadora e a poténcia da ICI. Esse fato importante permite, para determinado
nivel minimo de SINR (Signal-to-ICI plus Noise Ratio), quantificar o grau maximo de va-

riabilidade do canal, medido pela freqiiéncia Doppler méxima que o sistema pode operar.

Os simbolos transmitidos nas sub-portadoras podem ser facilmente recuperados por
meio de deteccao coerente ou nao-coerente. Na deteccao coerente, simbolos de referéncia,
conhecidos no receptor, sao transmitidos nas sub-portadoras piloto. O receptor estima
entao o canal sobre as posicoes piloto. As sub-portadoras restantes podem ser estimadas
por diversas técnicas de interpolagao [I7, [I8]. J& na detec¢ao nao-coerente nao ha neces-
sidade de simbolos de referéncia. A informacao é transmitida como a diferenca entre dois
simbolos sucessivos. O receptor pode comparar dois simbolos adjacentes ou no tempo ou
na freqiiéncia. Sem a estimacao do canal, o sistema OFDM precisa adotar a modula¢ao
DPSK (Differential Phase-Shift Keying), que tem uma perda de SNR (Signal-to-Noise
Ratio) de 3dB se comparada & modulacao PSK (Phase-Shift Keying) [19]. Para que se
tenha melhor desempenho do sistema OFDM, a estimacao do canal é necessaria. Algorit-
mos de estimacao de canal mais precisos podem ser aplicados ao sistema OFDM de forma
a permitir deteccao coerente, e portanto melhorar a performance do sistema. Além disso,
certas técnicas de modulac¢ao, como a modulagao espago-temporal de Alamouti [20] por

exemplo, também requerem o conhecimento do canal.

Os algoritmos de estimagao de canal propostos em [21], 22], 23] 24], 25|, 26] sdo baseados
em treinamento. A idéia principal desses algoritmos é explorar as correlagoes do canal
OFDM. Portanto, esses algoritmos exigem que as estatisticas do canal sejam conhecidas.

A seguir, para efeito de contextualizagao, é dado um breve resumo desses artigos.

Em [21], sdo propostos dois algoritmos de estimagao, o algoritmo MMSE (Minimum
Mean Square Error) [27] e o algoritmo LS (Least Square) [27]. O algoritmo MMSE
usa somente as correla¢oes do canal no dominio da freqiiéncia (i.e, a correlagao entre as

sub-portadoras de um mesmo simbolo OFDM). A solu¢ao LS se reduz ao estimador zero-
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forcing. O algoritmo MMSE tem performance melhor que a do algoritmo LS ao custo
de maior complexidade. Adicionalmente, o algoritmo MMSE requer o conhecimento das
correlagoes do canal e da variancia do ruido. Jé o algoritmo LS nao necessita de qualquer
conhecimento do canal. Beek [2I] também toma proveito do fato de o canal ter resposta

finita de modo a simplificar os algoritmos MMSE e LS propostos.

Edfors [22], baseado na teoria da redugao de posto 6tima [28] aplicada ao estimador
LMMSE (Linear Minimum Mean Square Error), apresentou um algoritmo de estimagao
de posto menor, que explora somente as correlagoes no dominio da freqiiéncia. Embora o
algoritmo de estimagao proposto exija o conhecimento das correlagoes do canal e a SNR,
sua performance é robusta a mudangas nas correlagoes do canal e SNR. H4 um limite
inferior para a performance do estimador de posto menor, devido a ainda existir ruido

sobre o sub-espaco do canal. Sendo menor o posto, menor é a complexidade do algoritmo.

Li [23, 29] propos um algoritmo de estimagao em que as estimativas LS de sucessivos
simbolos OFDM sao combinadas de modo 6timo conforme o critério MMSE. Baseado
na suposicao de que as correlacoes do canal podem ser escritas como o produto entre a
correlagao no dominio do tempo e a correlagao no dominio da freqiiéncia, o algoritmo
proposto é capaz de explorar as correlacoes do canal tanto no dominio do tempo como na
freqiiéncia. O estimador MMSE proposto primeiro explora as correlagoes no dominio da
freqiiéncia, e depois explora as correlagoes no dominio do tempo. O algoritmo requer in-
formagoes sobre as estatisticas do canal e a SNR. Também é proposta uma versao robusta
do algoritmo MMSE, em que o algoritmo robusto é derivado a partir das correlagoes que
resultam em pior MSE (Mean Square Error). Contudo, a performance degrada bastante
se a freqiiéncia Doppler e os espalhamentos de atrasos aplicados ao algoritmo MMSE ou

sua versao robusta sao menores que os do canal verdadeiro.

Em |24, B0], baseado no modelo paramétrico do canal TDL (Tapped Delay Line),
mostra-se que o canal nas posi¢oes piloto pode ser decomposto no chamado subespaco
de atrasos, cuja dimensao é igual ao nimero de percursos do canal. Devido & variacao
mais lenta dos atrasos dos percursos, o subespaco pode ser eficientemente estimado por
um algoritmo ST (Subspace Tracking). Depois, o ruido sobre as componentes da projegao
sobre o subespago de atrasos é parcialmente eliminado pelo LMS (Least Mean Square). A
combinagao do LORAF (Low-Rank Adaptive Filter), o algoritmo ST empregado, mais o
LMS recebe o nome de SAT (Subspace Amplitude Tracking). O algoritmo LMS exposto
em [24], como mostrado em [31], é na verdade um filtro passa-baixa. Em [3I], o LMS ¢

substituido por um filtro com largura igual a freqiiéncia Doppler maxima, resultando em
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performance consideravelmente superior. No lugar da suposi¢ao de que o canal obedece
o modelo TDL, o subespago de atrasos poderia ser derivado através da matriz de auto-

correlagao do canal na freqiiéncia, como encontrada por Li [23].

O canal pode ter ainda suas correlagoes temporais exploradas por um filtro de Kal-
man [25, 26]. O principal problema proveniente da abordagem por Kalman reside na
alta complexidade computacional exigida. Também é necesséario supor que o canal pode
ser modelado por uma estrutura AR (Auto-Regressive), cujos coeficientes precisam ser
estimados. Em Zhang [26], os coeficientes da estrutura AR aproximam o espectro de
Jakes, que supostamente é obedecido pelo canal. Quando sao desconhecidos, os coeficien-
tes podem ser encontrados pelo método de Yule-Walker [32], a partir das estimativas da
correlagao do canal. Ja Cai [25] estima os parametros da estrutura AR através de um al-
goritmo baseado no critério H,,. Em ambos os artigos é apresentado como as correlacoes
do canal na freqiiéncia sao exploradas, mas nao é discutido como deve ser o procedimento
na pratica, visto que a relacao com o filtro de Kalman proposto pode levar a maior ou

menor perda de desempenho.

1.1 Contribuicoes desta dissertacao

Quando o canal ndo ¢ seletivo no tempo, as sub-portadoras consistem na DFT (Discrete
Fourier Transform) do canal no dominio do tempo. Porém, isso deixa de ocorrer quando
o canal varia temporalmente. No caso, as sub-portadoras consistem na DFT da média
conjunta de N, amostras do canal no tempo. N, é o nimero de sub-portadoras emprega-
das no sistema OFDM. Tal fato tem diversas conseqiiéncias. Se a média do canal é nula,
o simbolo OFDM nao deve ser extenso, pois a média conjunta do canal aproximaria zero.
Além disso, as correlagoes do canal na freqiiéncia devem incluir algumas modificagoes.
Outro efeito é que a poténcia da média conjunta do canal é menor que a poténcia do
canal. Como conseqiiéncia, as sub-portadoras experimentam poténcia menor. A poténcia
restante aparece como ICI. Como sera visto mais adiante na dissertacao, é mostrado que
a poténcia recebida do canal se divide entre a poténcia da sub-portadora e a poténcia da
ICI, apenas com a suposi¢ao de que o canal obedece o modelo TDL e os simbolos de cada

sub-portadora tém mesma poténcia.

Também ¢é derivado um estimador MMSE capaz de explorar as correlagoes do canal
tanto no tempo como na freqiiéncia. Em [23], o estimador MMSE é encontrado a partir da

disposicao em bloco das sub-portadoras piloto, que nao permite a transmissao de simbolos
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de dados. Ja em [29], o estimador MMSE derivado considera uma distribuigao das sub-
portadoras mais geral. Porém, nao fica claro uma possivel separacao entre as estimativas
somente sobre as sub-portadoras piloto e o processo de interpolacao. O estimador MMSE
derivado mais adiante ¢ baseado na disposicao em grid das sub-portadoras piloto. No
procedimento aplicado para o estimador IIR (Infinite Impulse Response) é explicitado
a separacao entre as estimativas somente sobre as sub-portadoras piloto e o processo
de interpolacao, seja no tempo como na freqiiéncia. E, portanto, podemos nos focar
somente nas estimativas das sub-portadoras piloto. O procedimento de interpolacao sendo

realizado por qualquer outro método, nao necessariamente o encontrado nesta dissertacao.

O estimador MMSE requer que as correlagoes do canal e a variancia do ruido sejam
conhecidas. Essa problematica pode ser contornada pela aplicagao de uma versao robusta
do estimador MMSE ou pelo uso de estruturas adaptativas. O algoritmo robusto é deri-
vado a partir das correlagoes que resultam em pior MSE, dadas certas restricoes. Como
as restrigoes sao suficientemente “fortes”, o pior MSE é pequeno e proximo ao MMSE.
Em [23], as restrigoes consideradas sdo: 1) a densidade espectral de poténcia ter suporte
limitado pela freqiiéncia Doppler méaxima, e 2) a poténcia do canal ser unitaria. Assim,
Li [23] nao leva em consideracao o efeito da ICI. O estimador robusto proposto nesta
dissertacdo inclui 3) o nivel de ICI como restricio. E necessario conhecer a poténcia da
ICT atuante, assim como a freqiiéncia Doppler maxima. Com mais essa restrigao, o pior

MSE torna-se ainda mais proximo do MMSE.

O subespago de atrasos é estimado pelos algoritmos LORAF [33] e OPAST (Orthogonal
Projection Approzimation Subspace Tracking) |34, 35]. O LORAF ¢ derivado a partir do
método simultaneous orthogonal iteration. Ja o OPAST baseia-se no truncamento, até se-
gunda ordem, da fungao-custo do critério LS. Enquanto no LORAF as colunas da matriz
de subespaco aproximam os auto-vetores de interesse, no OPAST a matriz de subespaco
aproxima apenas o subespaco correspondente aos auto-vetores de interesse. Tal fato im-
possibilita que no OPAST se estime a dimensao do subespago de atrasos. Porém, os
dois algoritmos permitem que a varidncia da ICI mais ruido seja estimada pelo método
proposto. O algoritmo adaptativo que explora as correlacoes temporais do canal evita a
necessidade de estimacgao dos coeficientes do modelo AR do canal, como na abordagem
por filtro de Kalman. A solugio MMSE resultante [ver a equacdo (4.34)| fornece que
os coeficientes dos filtros que exploram as correlagoes temporais do canal sao dados em
fungao 1) da variancia da ICI mais ruido e 2) da inversa da matriz de correlagao das com-
ponentes do subespacgo de atrasos. A identidade de Woodbury permite que tal inversa

seja calculada recursivamente. A variancia é estimada pelo método proposto a partir dos
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algoritmos ST. Com isso, obtém-se um algoritmo adaptativo capaz de atenuar o ruido nas
componentes do subespaco de atrasos. Contudo, esse algoritmo apresentou problemas de
instabilidade, com divergéncia explosiva, quando opera em conjunto com os algoritmos
ST. A solugao que contorna tal comportamento baseia-se em decomposicao QR, o que o
torna numericamente estavel. O algoritmo baseado em decomposicao QR suporta uma

versao rapida da ordem do comprimento do filtro empregado.

Em suma, destacamos a seguir as principais contribuigoes desta dissertacao:

e Anélise dos canais variantes no tempo em sistemas de modulacao OFDM, levando
em consideracao a presenca da ICI. Derivacao de uma féormula para a poténcia das

sub-portadoras e da ICI.

e Derivacao de um estimador MMSE capaz de explorar as correlagoes do canal tanto
no tempo como na freqiiéncia, para uma disposi¢ao em grid das sub-portadoras
piloto. Foi proposto um estimador robusto, que nao requer o conhecimento das cor-
relacoes entre as sub-portadoras, mas supoe serem conhecidas a freqiiéncia Doppler

méxima, e a poténcia do canal e da ICI.

e Aplicacao dos algoritmos LORAF e OPAST na estimacao do subespaco de atrasos,
em conjunto com a solucao robusta para os filtros que exploram as correlagoes
temporais do canal, ou em conjunto com o algoritmo adaptativo proposto, que é

baseado em decomposicao QR.

1.2 Organizacao

O restante da dissertacao é organizada como segue. No capitulo 2 sao apresentados
os modelos empregados, tanto de canal como do sistema de modulacao OFDM. Também
é descrito o efeito que tem a variacao do canal no sistema OFDM, sendo dai derivada
a variancia da ICI. No capitulo 3 é realizado todo o processo de derivagao do estimador
MMSE e de sua versao robusta. O capitulo 4 apresenta as estruturas adaptativas em-
pregadas. Deriva-se, por questao de auto-suficiéncia, os algoritmos LORAF e OPAST.
Mostra-se como o algoritmo baseado em decomposi¢ao QR é obtido. As simulagoes com-
putacionais sao apresentadas no capitulo 5. Por fim, o capitulo 6 apresenta as conclusoes

e perspectivas de continuacao desta dissertacao.
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2  Descricao e Modelagem

Neste capitulo sao apresentados os modelos e descrigoes necessarios a uma compreen-
sao inicial do sistema de modulagao OFDM. Comecamos com a descrigao do canal linear
com desvanecimento, seja seletivo na freqiiéncia como no tempo. A aleatoriedade do canal
¢ caracterizada pelo modelo WSS-US (Wide Sense Stationary—Uncorrelated Scattering).
Depois é apresentado o modelo de canal TDL, bastante empregado na descri¢ao dos ca-
nais de comunicacao sem-fio. As correlagoes das amplitudes dos atrasos sao caracterizadas
pelo espectro de Jakes. E dada a descricdo do sistema de modulacio OFDM e os efeitos
decorrentes da variacao temporal do canal. As correlagoes entre as sub-portadoras sao
analisadas no contexto do canal TDL. Por fim, com a suposi¢cao de que os simbolos trans-
mitidos tem igual poténcia, mostra-se que a perda de poténcia experimentada por cada

sub-portadora é a mesma e aparece como a poténcia da ICI.

2.1 Canal com Desvanecimento

Ao atravessar o meio fisico que liga o transmissor ao receptor, o sinal sofre distor-
coes de diversas naturezas. Para os interesses desta dissertacao, levaremos em conta o
espalhamento no tempo, responsavel pela ISI; o espalhamento na freqiiéncia, um efeito

da variagao do canal no tempo; e a adicao de ruido no receptor.
Seja h(t,T), em banda-bésica, a resposta do canal ao impulso no instante ¢t. Dado o
sinal transmitido em banda-bésica z(t), o sinal recebido é dado por

y(t) = /_OO h(t, 7)x(t — 7)dT + n(t), (2.1)

[e.9]

em que 7)(t) é o ruido aditivo no transmissor, geralmente branco e gaussiano.

E util considerar a resposta do canal levando em conta suas transformadas de Fourier.
O tempo t corresponde a freqiiéncia Doppler v, enquanto o atraso 7 é levado na freqiiéncia
f. A transformagao 7 — f resulta na funcao de transferéncia varidvel no tempo H(t, f).

Realizando a transformacao ¢t — v, temos a func¢ao de espalhamento Doppler s(v,T),
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ou simplesmente funcao de espalhamento. Por fim, a fun¢ao bi-espalhamento B(v, f) é
definida como a transformada de Fourier de h(t,7) com relagdo a t e 7. O diagrama

abaixo relaciona as diferentes transformacoes da resposta do canal variante no tempo.

H{(t, f)

N
\/

Vamos agora derivar uma relagdo entre o sinais de entrada X (f) e saida Y(f) no
dominio da freqiiéncia, diferentemente da equacgao ([2.1]) que nos da uma rela¢ao no dominio
do tempo. Substituindo h(t,7) = [ s(v,7) exp(j2mvt)dv na equagao (2.1)), temos, nao

considerando o ruido,

_ /_ Z /_ Zs(y, Pt — 7) explj2mvt)dvdr.

Agora, aplicando a transformada de Fourier, podemos escrever

- /_oo /_OO{X(f —v)exp(—j2r(f — v)7)}s(v, 7)dvdr,

e entao

Y(f) = /oo B, f — )X(f — v)dv. (2.2)

—00

Num canal linear invariante no tempo h(7), de fungao de transferéncia H(f), teriamos
Y(f) = H(f)X(f). Neste caso, o canal simplesmente atenua as componentes de freqiién-
cia f. J4 num canal variante no tempo, como nos mostra a equagao , o espectro do
sinal de saida Y (f) é a convolugdo da fungao bi-espalhamento B(v, f — v) com o sinal
de entrada X (f). A componente espectral f sofre interferéncia das componentes vizinhas
f — v por um fator de B(v, f — v). No sistema OFDM, a varia¢do temporal do canal é

responsavel pela ICI.

E possivel escrever a equagao que relaciona o sinal de entrada e saida somente usando
a fungao de transferéncia H(t, f) ou a fungao de espalhamento s(v,7). Porém, essas
equagoes nao nos serao uteis, nem nos darao uma compreensao mais aprofundada dos

canais variantes no tempo. As duas funcgoes terao papel importante na caracterizacao
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estatistica do canal variante no tempo, mais explicitamente, no calculo de suas correlacoes,

como determinaremos a seguir.

2.1.1 Canal WSS-US

Por nao conhecermos a dindmica de variagao do canal deterministicamente, damos a
h(t,T) um tratamento estatistico, portanto considerando h(t,7) como um processo alea-
torio. O comportamento estatistico do canal nao é totalmente irrestrito. Uma suposicao
que é geralmente considerada na pratica é que o canal é estacionario em sentido amplo
em relacao ao tempo t e descorrelacionado para diferentes atrasos 7. Por um processo
estacionario em sentido amplo, entendemos como aquele cuja correlacao entre os instan-
tes t1 e to depende apenas de t5 — t;. Devido a essas propriedades, o canal é chamado
WSS-US. Antes de caracterizarmos o canal WSS-US através de sua fungao de correlagao,

apresentamos e provamos a seguinte propriedade simples.

Propriedade. Um processo aleatorio é estacionario em sentido amplo se, e somente se,

suas componentes espectrais sao descorrelacionadas.

Prova. Seja H(f) a transformada de Fourier do processo h(t) em questdo. Temos

Rp(t,t2) = E{h"(t1)h(t2)}

_ /_Oo /_OO E{H*(f1)H(f2)} exp(j2m(fats — fit1))df1df2, (2.3)

em que E{-} é o operador esperanga. Supondo que as componentes espectrais sdo des-

correlacionados, podemos escrever

E{H*(f)H(f2)} = Su(f1)0(f2 = fr).

Deste modo, a equacao ([2.3) se simplifica como

Ry(ti,t2) = /°° Su(fi)exp(y2m fi(te — t1))df1,

o0

e, portanto, Ry (t1,t2) é uma fungao de At =ty — t; somente. Por outro lado, temos

Su(fr, f2) = E{H* (/) H(f2)}
:/_ /_ E{h"(t1)h(t2)} exp(—j2m(fate — fit1))dt dts

= /_OO eXp(—jQﬂ'(fg — fl)tl)dtl /_OO Rh<t1, tl + At) eXp(—jQ’ﬂ'ngt)dAt

o0
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Vemos acima que a segunda integral nao depende de 1, se Ry(t1,t2) depende apenas de

At; e a primeira ¢é igual a §(fy — f1). Portanto, E{H*(f1)H(f2)} = 0 para fi # fo. O]

Como h(t,T) é descorrelacionado para diferentes atrasos 7, a propriedade acima nos
diz que funcdo de transferéncia H(t, f) é WSS (Wide Sense Stationary) em relagdo ao
parametro de freqiiéncia f. Também devido & propriedade, o canal ser WSS em relacao ao
tempo ¢ implica que a func¢do de espalhamento Doppler s(v, 7) é descorrelacionada para

diferentes freqiiéncias Doppler v.

Definimos as seguintes fungoes de correlagao

Ry(t,t';m,7") = E{h*(t,7)h(t', ")} Ry(v, V1,7 = E{s*(v,7)s(V',7")}
Ryt f, f)=E{H"(t, N H{, f)} R,V f,.f)=E{B"(v, ) B, f)}.

Com a suposicao de que o canal ¢ WSS-US e pelas observacoes acima, podemos entao

escrever

Ry(t,t + At;7,7') = 6(1 — 7') P (AL, T)
Ry(t,t + At; f, f + Af) = Ru(At, Af)
Rs(wv,V;7,7") = (v —V)o(r — 7')P,(v, T)
R v/s f.f + D) = 8 — /) Polo, A),

em que Ry(At,Af) é a fungao de correlagao tempo-freqiiéncia e Ps(v,T) é a funcao de

espalhamento. Essas correlagoes se relacionam por meio da transformada de Fourier como

RH(At7Af) PB(VaAf)
fAt,T
Fr Fr
P (At T) Py(v, 1)

At

o que pode ser verificado facilmente pela definicao dessas fungoes.
As seguintes fungoes

Ry(Af) = Ru(0,Af)
Ri(At) = Rig(At,0),

que chamamos de correlagao da freqiiéncia e correlagdo temporal, respectivamente, carac-

terizam o quanto o canal varia ou na freqiiéncia ou no tempo. Dois parametros bastante
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usados, que condensam o comportamento do canal, sao o tempo de coeréncia T, e a banda
de coeréncia B., dados como os menores valores de At e Af tais que R;(At) < 0.5 e
R¢(Af) < 0.5, respectivamente. Se a largura de banda do sinal transmitido é maior que a
banda de coeréncia, o canal é dito ser seletivo em fregiiéncia. Quando o sinal transmitido
tem largura de banda menor que a banda de coeréncia, o canal é classificado como plano.
Ja o tempo de coeréncia indica o quao rapido o canal varia temporalmente. Quando o
periodo de simbolo é maior que o tempo de coeréncia, o canal possui desvanecimento
rapido. Se o tempo de coeréncia é muito maior que periodo de simbolo, temos canais de

desvanecimento lento.

Por outro lado, definimos o perfil de poténcia do atraso e o espectro Doppler, respec-

tivamente, como

Py(1) = Py(0,7) = /OO Py(v, T)dv
Pg(v) = Pg(v,0) = /00 Py(v, 7)dT,

que indicam a poténcia dos atrasos e das freqiiéncias Doppler.

Essas fungoes se relacionam como no diagrama abaixo.

Af=0 At=0
Ry(At) Ry(Af)
fml FarFag lﬂ !
Pg(v) Pi(7)
J()dv JS()dr
Pi(v,T)

2.1.2 Canal TDL-Jakes

Agora especificamos o canal WSS-US em modelagem mais simples, mas bastante
proxima ao que se observa em muitos cenarios praticos. Na descrigao de canais sem-fio é
comumente usado o modelo TDL. O sinal transmitido, ao atravessar o meio fisico, sofre
reflexdes nos objetos que cercam transmissor e receptor. Portanto, chegam ao receptor
diversas réplicas atrasadas do sinal transmitido, cada qual atenuadas por certo fator
complexo. Os atrasos sao considerados quase constantes, de variacao temporal bastante

lenta. J& as atenuacoes complexas, devido a mobilidade do transmissor ou dos objetos
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Figura 2.1: Modelo de canal TDL.

Y

circundantes, apresentam variacao temporal mais rapida. O canal TDL tem resposta ao

impulso na forma
K-1

ht,7) =Y w(t)o(r - 7), (2.4)

k=0
em que Yx(t) e T, s@o a atenuagdo complexa e o atraso do k-ésimo percurso, respectiva-
mente. A figura ilustra o canal sem fio que consideramos, modelado como um canal

TDL. E suposto que o ntimero de percursos K é constante.

A suposicao de que h(t, 7) € WSS-US implica

E{ve(t)yw(t)} =0, parak # K,

i.e., as atenuacgoes complexas de diferentes percursos sao descorrelacionadas. Por outro

lado, temos

Ty (A1) = E{yp (e (t + At)}
= p(me)ri(At),

em que p(7;) ¢ a poténcia média do k-ésimo percurso e r,(At) é a correlagdo normalizada
de 7. (t).

Com o canal obedecendo o modelo de Jakes, temos [36]

r(At) = Jo(27 faAt) (2.5)

p(r) = ! exp(—7/Tmax), (2.6)

max

em que Jy é a funcao de Bessel do primeiro tipo de ordem zero, f; é a freqiiéncia
Doppler maxima, e 7. € 0 espalhamento de atraso maximo. Como nos indica o perfil

de poténcia do atraso p(7), maior o atraso do percurso, menor é a poténcia do percurso,
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Figura 2.2: Espectro de Jakes com f; = 75 Hz.

com decaimento exponencial. A densidade espectral de poténcia normalizada de (),

que chamamos de espectro de Jakes, i.e., a transformada de Fourier de r;(At), é dada por

o vl <
, para |v i
Py(v) = Ta/1 - (v/fa)?
0, caso contrario.

O freqiiéncia Doppler maxima f; nos diz o quanto o canal varia temporalmente. Maior
é o valor de f;, mais rapidamente o canal varia no tempo. O pardmetro f; nos seré tutil
quando formos verificar a performance dos algoritmos de estimagao em relagao a variacao

temporal do canal. O espectro de Jakes é ilustrado na figura [2.2]

Como estamos trabalhando com sistemas de comunicagao digital, falta inserir na
equagao (2.4) os filtros formatadores de pulso gr(7) e gr(7) do transmissor e receptor,

respectivamente. Sendo ¢(7) = gr(7) * gr(7) a combinacao em série desses filtros, temos

h(t,7) = Z_: V() g(T — 7).

Adotando o periodo de amostragem T, definimos a resposta do canal em tempo discreto

como
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onde vx[m] = v (mTs) e 7' foi inserido de modo a termos hm, (] causal, com h[m,l] = 0
paral #0,...,L— 1. De fato, se algum atraso nao satisfaz 7, = mT, para algum m € Z,
nao podemos supor que canal é causal, nem que o comprimento do canal L é finito. A
hipotese de que h[m,l] =0, paral # 0,..., L — 1, significa que h[m, ] é suficientemente

pequeno e pode ser considerado igual a zero.

Por trabalharmos de agora em diante com tempo discreto, temos de relacionar a corre-
lagao 7 (At) e o respectivo espectro p;(r) com suas versoes em tempo discreto. Portanto,

definimos

ry[m] = E{yg[m]yem’ + ml}

= p(Te)realm],

em que

rea[m] = re(mTy).

Definimos a transformada de Fourier discreta de r;1[m] como

[e.9]

pea(v) = Z re1[m| exp(—j2mmy).

m=—0o0

Temos a seguinte relacao [37]:

1 v
pa(v) = TTpt(TT>’ para —1/2 <v <1/2.

Se pi(v) tem suporte [— fa4, f4], como no caso do espectro de Jakes, segue entdo que p;1(v)

¢ limitado a [—vg1,v41], em que vy = fiT%.

2.2 Descricao do Sistema de Modulacao OFDM

Um sistema de modulagao OFDM consiste basicamente de um processo de modulagao
no transmissor e demodulagao no receptor que torna um canal seletivo em freqiiéncia em
varios sub-canais planos e ortogonais, pelos quais os sub-simbolos sao transmitidos. Dize-
mos que os sub-canais sao ortogonais quando um nao interfere nos outros. Como veremos
a seguir, perde-se a ortogonalidade quando hé variagao temporal do canal. No OFDM,
inicialmente, os sub-simbolos no dominio da freqiiéncia sao mapeados para o dominio do
tempo por meio da aplica¢do de uma IDFT (Inverse Discrete Fourier Transform) norma-
lizada. Depois, para que nao ocorra interferéncia entre simbolos OFDM, ¢é inserido um

CP de comprimento maior que o espalhamento de atraso maximo do canal. O sinal é
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aln], st
IFFT Inége P/S - gr(7)

Canal
h(t,T)

x[n] r[n]

D ‘ ‘ T

‘ - Reglf?ve S/P - KQR(T)
— n[m]

Figura 2.3: Sistema OFDM.

entao transmitido, sofrendo distor¢ao causada pelo canal. No receptor, o CP é removido,
seguido da aplicacao de uma DFT que translada o sinal recebido do dominio do tempo
para a freqiiéncia. Na pratica, as IDFT e DF'T sao substituidas por suas versoes rapidas,
que sao as IFFT (Inverse Fast Fourier Transform) e FFT, respectivamente. A ﬁgura

ilustra o modelo em banda-bésica de um sistema de modulagao OFDM.

Inicialmente, por simplicidade de apresentagao, consideraremos que o canal nao varia

temporalmente, i.e, hlm, 1] = h[l].

Seja a[n] = (a[n,0],a[n,1],...,a[n, N. — 1])T o vetor contendo os sub-simbolos no
dominio da freqiiéncia, alocados nas N, sub-portadoras do n-ésimo simbolo OFDM. O
simbolo OFDM é constituido da versao de a[n| no dominio do tempo, que é obtida pela

aplicagao de uma IDFT normalizada, adicionada de seu CP. Seja W a matriz de Fourier

dada por
00 01 0(Nc—1)
wNC ch DY wNC
1(Ne—1
wo | @me e
- . . . . ?
(Ne=1)0  (Ne.—1)1 (Ne—1)(Ne—1)
ch ch e ch

em que wy, = exp(—j27/N,). Também definimos a matriz de Fourier normalizada como

F = L W. A adicdo do CP ¢é dada pela aplicacdo da matriz

VNe
® = ONch(Nc_Ncp) INCp
Iy, ’

cujo resultado ¢ copiar para o topo os ultimos N, elementos do vetor em que ¢ aplicada.
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Obtemos o seguinte simbolo OFDM, de comprimento Ny = N, + N,
s[n] = ©@F"an], (2.8)

que possui o elemento s[n, k| em sua k-ésima posigao. Cada vetor s[n] é serializado,
resultando no sinal transmitido §[m] = s[|m/Ns], (m)n,], em que (+)n, € |- | s@o o operador

modulo e o operador “maior inteiro menor ou igual a”, respectivamente.

Com um ruido aditivo, branco, gaussiano e circularmente simétrico 77[m|, no receptor,

o sinal recebido é dado por

h
L

T[m] = hll]1s[m — 1] + 7[m]. (2.9)

~
Il
o

Sejar[n] = (F[nNy],...,7[nN,+ N, —1])T a versao paralelizada do sinal recebido 7[m).

O CP é removido pela aplicagdo a r[n| da matriz

e ! — <0chNcp INC) )

Posteriormente, aplica-se a DFT normalizada, e obtemos finalmente o simbolo OFDM
decodificado

x[n] = (z[n,0],...,z[n, N, — 1])" =FO 'r[n].

Seja agora m[n| = (7[nNy], ..., n[nNs+ N, —1])T a versao paralelizada do ruido 77[m].
Com a organizagao de 7[m], s[m] e f[m] nos vetores r[n], s[n| e n[n], respectivamente, a

equacao (2.9) é reescrita como

r[n] = Hos[n| + His[n — 1] + n[n], (2.10)
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em que
h0] 0 0 0 0 e 0
h[1] h|0] 0 0 0 0
h[2] h[1] h[0] 0 0 o 0
H, = : 0]
h|L —1] h[L —2] h[L - 3] 0
0 0 0 h[L—1] h[0]
e
0 hIL —1] h[1]
0
Hi =10 hIL —1]
0 .- 0 . 0
Definindo a matriz circulante C(c¢) em fungao do vetor ¢ = (cg,...,cn_1)7 como
Co CN-1 "+ C
c co - C3 C
Cle) = 1 0 3 C2 |
CN-1 CN—2 "'+ C O
temos que a imposi¢ao L < Ny, + 1 resulta em
© 'Hy® = C(h°) (2.11)
em que h® = (h[0],...,h[L —1],0,...,0) tem dimensao N, x 1. Também obtemos
© 'H,0 = 0. (2.12)

Deste modo, usando as equagoes (2.10)), (2.8)), (2.11) e (2.12]), chegamos a
x[n] = FO ' (Hys[n] + Hys[n — 1] + n[n))
=FO 'H ®F"a[n] + Fn[n] + FO 'n[n]
= FC(h")F”a[n] + wn], (2.13)

em que foi denotado w[n] = (w[n,0],...,wn,N. — 1])7 = FO 'n[n]. Vemos que a

restricao L < Ng, + 1 tem como efeito eliminar a interferéncia entre simbolos OFDM.

Os N, sub-canais ortogonais aparecem sabendo que FC(h°)F# = diag(Wh"), devido
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a uma propriedade das matrizes circulantes que mostramos abaixo. Finalmente,
x[n] = diag(Wh°)a[n] + w[n]. (2.14)

Propriedade. A matriz circulante C(c), em que ¢ = (cy, ..., cy_1)T, pode ser decomposta

como

C(c) = F¥ diag(Wc)F.

Prova. A contas decorrentes sao diretas. O elemento de posigao pl em \/LNC (c)WH & dado
por

N-1
Ik

1 _
\/_N Co—k)NnWN -

= cqwy Y, aqui fizemos ¢ = (p — k)N,

O operador (-),,, retorna elemento de posi¢do mn da matriz a que é aplicado. Observando

que
N-1
i m=bp _ 1, sem =1,
N N
p=0 0, c.c.
obtemos, por fim,
1
NWC(C)WH = diag(Fc).

2.3 Variacao Temporal do Canal no OFDM

Quando o canal varia temporalmente durante a transmissao do simbolo OFDM, ha

perda de ortogonalidade entre as sub-portadoras, i.e., deixa-se de ter uma matriz diagonal
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na equacao ([2.14), ou ® 'Hy® perde sua circularidade. Neste caso, podemos reescrever

a equagao (2.13) como
x[n] = FH,[n]F"a[n] + w(n],

onde a matriz H,[n] é dada por

n n n
hgo hgn—1 -+ hga
n n n
hl,l hio T h1,2
H,[n] = . . . ) )
n n n
hN—l,N—l Py_1n—g - hN—Lo

em que definimos

o hinNg + Nep +p,1], para0 <[ <L -1,

Pl T
para L <[ < N,

b

ou, equivalentemente, h", = (h°[(n—1) N+ Ne,+p])i, em que h°[m] = (h[m,0],. .., h[m, L—
1],0,...,0)T tem dimensao N, x 1. O operador (-),, para sub-indice mintisculo, retorna

o [-ésimo elemento do vetor a que é aplicado.

Seja H,[n] = FH,[n]F¥, cujo elemento de posicao ml é escrito como

(Ho[n])m = \/i\f_c Z (\/_c Z hE —m)

p=0
Ne—1 Ne—1
_ i h wmpflk
=N O
¢ p=0 k=0

Estamos interessados na diagonal de H,[n], dada por

Ne—1 N.—1
(HU :_Z Zhnp k), w;?\;c(P g
Ne p=0 k=0
] el
N Z (Wh°[nN, + Nep + p))m
p=0
(g oo BN + Nop + )
- Nc )
= (Wh’[n]),,
em que foi definido
. | (DN
h[n] = A h°[m). (2.15)
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No decorrer deste capitulo, para uma seqiiéncia de vetores qualquer y[m], a barra de
y[n] significa que estamos considerando a média conjunta dos instantes de (nN; + Ngp,) a

(n+ 1)Ns — 1, como na equagao (2.15)).

Dai, podemos decompor H,[n| como
H, [n] = C(h"[n]) + H[n],
de modo que H|n| é escrito como
H,[n] = diag(Wh°[n]) + H.[n],

com diag(H.[n]) = 0, em que H.[n] = FH [n|F¥.

Reescrevemos a equagao ([2.14]) agora com um termo adicional u[n] = (u[n, 0], ..., u[n, N.—
)T = H.[n]a[n], responsavel pela ICI:

x[n] = diag(H[n])a[n] + u[n] + win], (2.16)

onde definimos H[n] = (H[n,0],..., H[n, N, — 1)T = Wh'[n].

2.4 Correlacoes do Canal TDL no OFDM

Inicialmente reescrevemos a equacao ([2.7)) na forma vetorial
h[m] = Grv[m], (2.17)

em que him| = (h[m,0],...,hlm, L —1))T e v[m] = (yo[m],...,vx_1[m])T, e a matriz
G, possui o elemento g = g(ITs — 7, — 7') em sua entrada (k. Seja G2 a matriz G,
adicionada em seu fim de N. — L linhas nulas, de modo que h°[m] = G%~[m]. Portanto,

temos

H(n] = WG24[n]
= W, 4[], (2.18)

onde W, = WG,



2.4 Correlagées do Canal TDL no OFDM 37

Os elementos de W .. sao dados por

E k‘gl /
k2k‘1 (.U 1 -7 )

[e.e]

~ Z exp(—j2mkol /N)g(ITs — T4, — 7')

— [exp<%7;:2t>g(t — Tk, — T')] * (i St — lTs))?

de modo que a transformada de Fourier do tltimo termo acima resulta em

(W) koky <—>G<f+ ;T>exp< j271'( ]\fT)(Tkl—{—T,))T% i 6(f —n/Ty)

)eXp< ]27TNkT(

el wer)
( N (Tt T/)>, (2.19)
)

=0, paran # 0, eG( ):Ts,parakgzO,...,Nc—l. Na

prética, a escolha de g(7) nao garante tais restri¢oes a G(f). Porém, com uma reordenagao

onde consideramos G(Tﬂ

nas linhas da matriz de Fourier W, tem-se o mesmo resultado da equagao (2.19)). No caso,

todos os calculos decorrentes mudariam, mas os resultados finais continuariam os mesmos.
Portanto, temos

27 ko (T, + T’))

(WT)k2k1 = eXp<_jﬁc T,

Z’Yl exp( ?\;Tk(nT—:T))

em que y[n] = NLC ZZVCO T [nNs + Nep + 1.

Agora encontraremos as correlagoes de H|n, k], que com as suposigoes feitas assume
uma forma 1til que nos permitira simplificar o estimador MMSE do canal. A correlagao
de Hin, k] é

K—

E{H" 1, ki o, kol } = 7 B4, [ ilal} exp (i 5

—_

2w (m+7')

N T, <k2_k71)>7

onde foi usado que E{7; [n1]y1,[n2]} = 0, para [; # l. A segunda esperanca na equagao
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acima é desenvolvida como
Ty, [n2 — ni] = B{y; [ W[na] }

N.—1 N.—1
1 R .
= [E{ﬁ Z ’YI*[TLINS + Ncp +Zl]ﬁc Z ’Yl[TLQNs + Ncp + ZQ]}

¢ i1=0 ip=0
p(T) Ny—1 Ne—1
- Né Z Z Tt’l[(nQ - nl)Ns + 19 — il], (2.20)

€ §1=0 iy=0

que depende apenas de ny — n;. Definimos entao o fator

75,10 1 NeZlINed o
(T[z)] - N2 Z Z Tealia — 11

p € 41=0 ix=0

K =

E, assim, podemos escrever

rgn, k] = E{H"[ny, k1]H[n1 +n, ki + K|}

E—r {Kzl p(m) exp(—j ?vl(ﬁ;—ﬂk> }

=0

= /fa,%rt,g[n]'r’f[k], (2.21)

onde o7 = Y1 ' p(m) € a poténcia média do canal. Os termos 7,9[n] e 7;[k] sio as
correlagoes normalizadas no tempo e freqiiéncia, i.e., satisfazem r,5[0] = 1 e r¢[0] = 1.
No que segue, consideraremos o7 = 1. A poténcia restante (1 — x)o?, como veremos
mais adiante, aparece como poténcia da ICI. A propriedade de que as correlagoes do
canal podem ser escritas como o produto entre as correlagoes no tempo e as correlagoes
na freqiiéncia, como na equagao , s6 foi possivel devido a suposicao de que as

amplitudes complexas ;[n] tém todas a mesma correlacdo normalizada.

Precisamos relacionar a transformada de Fourier discreta de r; 5[n] com a transformada

de ry1[m]. A equagdo (2.20)) fornece

Z 75, [n] exp(—j2mnv)

n=—oo

Ne—1Ne—1, oo
I 1 L .
- /{—1m E E { E Te1[nNs + o — i4] exp(—ﬂmw)}.

€ 43=0 i2=0 “n=—00
Vendo que
f re1[n Ny + iy — iq] exp(—j2mny) = (—”) e ('2 2 — 4 )
o _ xD(— 1271 = - eX T v,
t,1 2 1] €xXpl{—J Nspt,l N. plJ N,

n=—oo
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para —1/2 < v < 1/2, onde p;1(v) é a transformada de Fourier discreta de 7 1[n], obtemos

Ne—1 Ne—1

1 9 — 1
-1 1
palv) = w7 (3 ){W >3 e (jor )}
11=0 i2=0
1 v v
= Hlﬁspt’l(ﬁs>mt <E), (222)

em que

Ne—1 Ne—1

Z Z exp{j2n(is — i1)v}

0110120

2 : 2
o 1 1 —exp(j2rN.v)
= —_— 2 pu— —_—
‘Nc ; exp(j2miv) N. 1—exp(j2nv)
1 1—cos(2rNev) 1 2sen?(nNv)
N2 1—cos(2rv) N2 2sen?(mv)
_ sinc?(Nov)

sinc?(v)

O fator s é dado alternativamente como

/1/2 1 v v
K= —Dp 1( )m <—)dl/
1/2N ! Ns ’ Ns

1/2
= / pea(v)my(v)dv. (2.23)

—~1/2

Com p;1(v) limitado a [—v41,v41], segue entdo que p;2(v) tem suporte [—vg2,Vqo], em

que Vg9 = Ngvg .

2.5 Derivacao da Poténcia da ICI

Agora derivaremos a poténcia média da interferéncia u[n] = H[n]a[n]. A poténcia

média da ICI sobre a k-ésima sub-portadora é dada por

3 (Hlnlaln.

=0, Z E |(He[n])ul”, (2.24)

2
2 _
O1C1,k = E
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2

em que 0. é a poténcia média de a[n, k]. Seja e, o elemento de posigdo ml da matriz

H.[n]. Os elementos de H.[n] sdo explicitados como

Ne—1 Ne—1

(H Z Z €mlwkm 'Ll7

Cmozo

cuja substituigao na equagao ([2.24]) resulta em

Nc.—1 Nc—l Nc—l 2
2 _ 2 km—il
01Cc1,k = O4a § [E'— emle
=0 m=0 [=0
1 N.—1
_ 2 mo—m1) —i(la—l1)
- aN2 E : [E{emlllemzb}wN Wi,

i,m1,ma,l1,l2=0
Nc.—1

Z [E{€m1lem2l}wk(m2 =

lm1,m2 0

onde na passagem da pentltima para a ultima equagao acima usamos

Ne—1
¢ T Nc, se ll = lg,
St -
i=0 07 Se ll 7£ lg.
Substituindo na equagao (2.25)) a expansao
n 1 = n
emt = o m-t)we = 7 2 i,
- hg%(m—l)Nc h?m—l)Nc’
encontramos
Ne—1
2 n * n
O1cLk = zzN Z E{(h ml, mi—On, h(ml—l)Nc) '(h:mz,(mz—l)Nc - h(mg—l)Nc
I,m1,ma

1Nc—1 N.—1 N.—1 *
B (E it E k)

m1=0 m1=0

Ne—1 Ne—1
(ma—1) k(ma—1)
(3 Mot z%wﬂfﬂ.

mo=0 mo=0

(2.25)

Jon ™
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O segundo termo nos parénteses acima é reconhecido como H[n, k], de modo que podemos
escrever

N.—1
2 Ko k(ma—m)
O1C1E = U E [E{h (m1i=D)n, m27(m2 D }WNC

lm1,m2 0

Ne—1 *
1 < n k(ma—1
- 0-2 E { (ﬁ Z hm1,(m1—Z)Nch(c )> H[nv k]}

¢ Il,m1=0
1 N.—1 Nc.—1
ES n k m —l
- 0-2 E {H [n7 k] <ﬁ Z hmg,(mg—l)NCwN(c ’ )>} aN Z [E|H Uz k”
¢ 1,m2=0 ¢
Nc.—1

= O-Z (F Z [E{hfrz,(nufl) mg,(mg N, } wk(m2 ) [E|H[TL, k”2> . (226>

(4
l,m1,m2=0

Expandindo hj, ; como na equagao (2.7), temos que a primeira esperanga dada na equagao

(2.26)) pode ser escrita como

K—

,_.

hn

m2,(m2 l } T'Yz g(mlfl)NC,ig(mQ_l)Nm“
=0

[E{hml (m1—1)nN,
em que 7., [m] = E{y}[m1]vi[m1 +m]}. Deste modo, podemos expressar o primeiro soma-

torio dado na equacao (|2.26]) como

- Ne—1

k —
_Z Y rlme = Mgl G O

=0 I,m1,m2=0

J4 o termo
*
E gmligﬂ’LQi
(m2—m1)N.=q

é reconhecido como o elemento de posigao m da convolugao circular da seqiiéncia { g, ,Nnc:_ol

consigo mesma. Como vimos, a transformada de Fourier discreta dessa seqiiéncia é

exp(—j{E "),

Isso nos diz entao que

Portanto, a transformada de {gm;} * {gmi} ¢ constante igual a 1.

1, paraq=0,

Z g;knligmzi =

(ma—m1) N.=q 0, c.c.
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Dali, finalmente,
K-1

s = o2 3 0] EJHIn, P )

=0

Sendo a poténcia do canal e das sub-portadoras dada por
o= p(m), op = E[H[n, k]%,

temos
01201 = 02(02 - U?{)- (227)

Devido a iy, ser igual para todas as sub-portadoras, foi eliminado o sub-indice k. O
resultado acima é bastante expressivo. A poténcia do canal se distribui entre a poténcia
da sub-portadora e a poténcia da ICI. No caso em que as amplitudes complexas dos

multi-percursos tém a mesma correlacao normalizada, tem-se
2 2 2

Na derivagao da equacgao ([2.27)), foi suposto somente que o canal obedece o modelo TDL

e os simbolos de cada sub-portadora tém mesma poténcia

2.5.1 Limite Superior para o,

Queremos agora encontrar o ojy; maximo que se pode obter para dado vg;. Da

equagao (2.28), vé-se que oi; ¢ maximo quando s ¢ minimo. Portanto, de r dado na

equagao (2.23), obtemos
V4,1
K :/ pe1(v)my(v)dy

Vd,1

> < min mt(V)> -/Vd’1 pea(v)dv

—vg,1<v<vq; —vg1

- mt(yd,l)a

em que foi observado que o minimo de m;(v) em [—vg1,va1] € mu(vaq), € pei(v) tem
integral unitaria. De fato, o méximo o7y = (1 — my(vy41))o; pode ser obtido para
1
(V) = 3 [6(v +va1) +6(v — van)],

cuja funcao de correlagao correspondente é

re1[n] = cos(2mygan).
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01201 (dB)

-40f - -
1 pior caso
I = — - Jakes
| = — uniforme
_50 ! ! ! 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

freqiiéncia Doppler — vq4 1

Figura 2.4: Curvas de vy X oiy; para diferentes espectros Doppler.

Para efeito de comparagao, consideremos o espectro passa-baixa uniforme e sua funcao

de correlagao correspondente:

ppa(v) = : rp1[n] = sinc(2vg41n).
0, c.c.,

A figura ilustra o o como uma fungao de vy, para o espectro de pior caso encon-

trado, e os espectros de Jakes e uniforme.
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3  Estimador MMSE

O OFDM transforma um canal seletivo na freqiiéncia num conjunto de sub-canais
planos. Embora o tratamento de canais planos seja mais simples, ainda se faz necessario
estima-los, a fim de recuperar coerentemente os simbolos transmitidos a[n, k| a partir do
sinal recebido x[n, k]. A solu¢do encontrada para o problema de estimagao ¢ a escolha de
sub-portadoras pilotos onde os simbolos transmitidos sdo conhecidos no receptor. E claro
que o nimero de sub-portadoras pilotos deve ser reduzido ao maximo, para que se tenha
maior nimero de sub-portadoras carregando dados. A “densidade” das sub-portadoras
piloto deve respeitar certas restricoes como o grau maximo da seletividade temporal que
o receptor deve suportar, ou mesmo restrigoes quanto & taxa de erro. Serd abordada a
distribuigao das sub-portadoras piloto em grid, conforme ilustrado na figura 3.1, O passo
inicial é a realizacao da estimativa LS nas portadoras piloto, que resultam em estimativas
pouco precisas. Com base na correlagao do canal tanto no tempo como na freqiiéncia, as
estimativas das sub-portadoras piloto sao entao filtradas, dando lugar a estimativas de
maior exatidao. A estimacao das sub-portadoras restantes é feita por meio de interpolacao,
que pode obedecer diversos critérios, como a interpolacao passa-baixa, a interpolacao
MMSE ou outro critério qualquer. E fato que o estimador que explora as correlacées do
canal tem melhores resultados, porém, ao custo de maior complexidade computacional.
Por outro lado, o uso de estimadores robustos nao necessita do conhecimento dessas
correlagoes, mas ao custo de perda de desempenho do estimador. Neste capitulo sao
derivados o estimador MMSE considerando filtros IIR e FIR (Finite Impulse Response).

Também é derivada a versao robusta do estimador MMSE.

3.1 Derivacao do Estimador MMSE

Para facilitar a estimagao LS, os simbolos piloto sao selecionados de uma constelagao
PSK. Nas sub-portadoras restantes, a constelacao pode ser de qualquer tipo, geralmente a

do tipo QAM (Quadrature Amplitude Modulation). Conhecendo os simbolos transmitidos
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«——frequiéncia

o o o o o o o o [e]

L] o o L] o [e] L] [e] o

o — sub-portadoras de dados | My = 3, My =3
e — sub-portadoras piloto

Figura 3.1: Disposicao em grid das sub-portadoras piloto.

nas sub-portadoras piloto, realiza-se entao a estimativa LS do canal como

Hn, k] = z[n, k]a*[n, k]
= Hn, k] + (u[n, k] + w[n, k])a*[n, k|
= Hin, k| + z[n, k], (3.1)

onde z[n, k] = (uln, k| +w(n, k])a*[n, k]. Embora a ICI, que corresponde ao termo u[n, k],

seja correlacionada para diferentes n’s e k’s, tem-se que o termo z[n, k| deve satisfazer
E{z"[n1, k1|z[ne, ko] } = 0, para quaisquer ny # ng e/ou ky # ko, (3.2a)
E{H"[nq, k1]z[ng, ka]} = 0, para quaisquer nq, ng, k1, ks. (3.2b)

Isso se deve a independéncia entre os simbolos a[n, k]. Essas descorrelagoes simplificam

enormemente a derivagao do filtro de Wiener, responséavel pelas estimativas MMSE.

Serda assumido que as sub-portadoras piloto ocupam as posicoes n = mM,;, para
m € Z,ek=IM paral=0,1,...,N,, onde supoe-se que N./My ¢ inteiro, i.e., que N,
¢ multiplo de Mjy.

3.1.1 Estimador IIR

Os coeficientes do filtro de Wiener ¢[m, [; n/, k] s@o escolhidos de modo que a estimativa

oo (k—k")/Mj
Hn, k] = Z Z clm,l;n' k|H[n — n' — mM,, k — k' — M) (3.3)

m=—00 |=(k—k'—N.)/Ms+1
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[ ) [ ] [ ]
n—n'— M, n—mn' n—n'+ M,

Figura 3.2: Relagao entre os indices usados na derivacao do estimador
MMSE.

minimize o erro quadratico médio

Os indices n' = (n)u, e k' = (k)ar, foram inseridos para facilitar os célculos. Perceba que
os coeficientes do filtro de Wiener sao indexados por n’ mas nao por n, o que nao ocorre

para o indice k. A figura ilustra a relacao entre esses diversos indices.

A minimizagao do erro dado na equagao (3.4) leva ao principio da ortogonalidade [38§]

E{(H[n, k] — H[n, k])H*[n —n' — mM,, k — k' — IM]} = 0, (3.5)

param € Zel=(k—k'—N.)/My+1,...,(k—Fk')/M;. Substituindo na equagao (3.5
a estimativa H [n, k] dada na equagao (3.3, temos

[E{ (Z clma, ;' K Hn —n' — mi My, k — K — 1, My]

my,ly

— Hin, k]) -H*n—n' —mM, k- K — ZMf]} =0,

onde, por simplicidade, foram omitidos no somatério acima os limites dos indices my e
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ki; ou

> clma, isn! Klra((m — ma) My, (L= 1) Mj]

mi,l
—ry[n +mM, K + M)+ pe[m,;n' k] =0, (3.6)

em que

p=E{|z[n, K]|*} = E{Juln, ]|} + E{Jw[n, ]|}

= oic1 + 03, = (1 = K)o, + oy, (3.7)

A expressao obtida na equagao (3.6 s6 foi possivel gragas as descorrelagoes dadas na
equacao (3.2). Utilizando a propriedade dada na equagao (2.21)) sobre a correlagao do

canal, com o7 = 1, a equagao (3.6)) é reescrita como

> elma, l 0 Klrrea[(m — my) Mirp[(1 = 1) My)

mili
— Kreo[n' + mMre [k + IMs] + pe[m, l;n' k] =0, (3.8)
Sejam
rylk] c[m, (k — k) /Mg;n', k]
k] = ¢k — My] el K] = clm, (k — k’)/.Mf — 1;n/ k] (3.9)
rf[ki—]\‘[c“‘Mf] c[m,(k,‘—k’—]\}c)/Mf+1;n/,k‘]
e

Ry = (rf[0], rs[My], ..., vy[Ne — My]).

O sub-indice ‘2’ em co[m;n/, k] indica que os elementos do vetor sdo ordenados conforme

[. Deste modo, a equagao (3.8) pode ser escrita na forma vetorial como

Z kreo[(m —my) My Rpco[my;n', k] — kreo[n’ + mM]re[k] + peofm;n’ k] = 0. (3.10)

mi
Seja a auto-decomposigao de Ry dada por
R; = UDU”, (3.11)

em que U é matriz unitaria e D é uma matriz diagonal de elementos d;. A substituicao
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da equagao (3.11]) na equagao (3.10]) resulta em

Z Kreo[(m — my) M DU co[my; 0/, k] — kra[n’ + mM)U r[k] + pU co[m;n’, k] = 0.

mi1

E, entao, definindo
Eo[m;n’ k] = Ut ey[m;n’ K], ti[k] = Ulr,[k],
temos, finalmente,

Z kreo[(m — my) My DEs[ma;n', k] — krea[n’ + mM|Ts[k] + pCafm;n' k] = 0,

mi

ou

Z dikryo[(m — ma) My|c[ma, L;n' k] — krea[n” + mM7e[l k] + peim, ;0 k] = 0, (3.12)
em que 7¢[l, k| e ém,l;n’, k] ocupam a posigao [ nos vetores I¢[k] e €3[m;n’, k|, respecti-

vamente.

Denotaremos a pseudo-inversa de D por DT, cujos elementos sdo dados por

1/dl7 se dl 7& O,
0, se d; = 0.

df =

Definindo a transformada de Fourier de ¢[m, [;n/, k] em relagdo a m como

c(v,lsn' k) = Z élm, l;n', k] exp(—j2mmv),

m=—00

a equacao (3.12)) em sua versao na freqiiéncia resulta em

dikpes(v;0)e(v, I;n' k) — kpes(vyn')Fell, k] + pc(v, ;n' k) = 0,

e, entao, (i)
- - dikprs(v;n
(v, n' k) = 7e[l, k)d! S , 3.13
) = T R G :0) 19
onde -
pra(vsn') = Z realn’ + mM,] exp(—j2mmuy).

O espectro p;3(v;n') pode ser dado em funcao de p;o(v). Garantindo que a funcéo p; (V)



3.1 Derivagcdo do Estimador MMSE 49

tem suporte de ao menos [—1/2M;, 1/2M,] no intervalo [—1/2,1/2], pode-se escrever

!/

1 v n
pt,s(V; Mtﬂl) = —pw(M > exp<j27r—y>
t

Mt Mt
n/
=pra(v )exp(y?wﬁty>
em que
1 v
.14
palv) = 3 (57) (3.14)

E, assim, a equagao (3.13)) é reescrita como

~ ~ dikpe3(v)
v, I k) = 7 o[l k]d —220 (),
( ) f[ ] lp"_dl/’fptﬁ(l/) gb( )
onde foi denotado ¢(v;n') = exp (jQWA’}—'tu).

Com p; 2(v) tendo suporte [—vg2, Va2, segue entdo que p; 3(v) € limitado a [—v43, Va3,

em que Vg3 = Mvgs.
Seja ®(v) a matriz diagonal de elementos

dipr3(v)

Q) (v) = ——————. 3.15
(V) PR (3.15)
Desta forma, temos
c (vin' k)= > el fmin/ k] exp(j2mmy)
= &5 (v;n/, kYU
iy [K]D'¢" (v;n') @ (1)U
j;" [k]UD'¢* (v;n')®(v)U". (3.16)
A partir dos N, vetores co(v;n', k), é definido
C(v;n') = (co(v;n,0), ..., co(v;n', N, — 1)),
e dai
C(v;n) = (r4]0], ..., rf[N. — 1) UDI¢* (v;n) @ (v)UH
= R;UD¢*(v;n')®(r)U!
=R/R;'U¢"(v;n)®(v)U", (3.17)

em que Ry = (r/[0],...,r [N, — 1))
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0] d[n, 0] ) d[n, 0] A0

N : dn, K —1]
H,n,N, —1]

S

SR | ﬁp[na Np —1]

Figura 3.3: Estimacao das sub-portadoras piloto baseada no critério
MMSE.

XW 1 M, sinc(n/My) —y»m

Figura 3.4: Interpolador passa-baixa.

A equagao (3.17)) fornece trés estruturas de filtragem, cada uma com sua respectiva
funcao. A primeira
U®(v)u?

¢ responsavel pela filtragem e eliminagao do ruido das amostras H[mM;,[M;]. Tal es-
trutura ¢ ilustrada na figura 3.3l A matriz U, consiste das K primeiras colunas de U, e

também H,[n, k| = H[nm,, kM;). A segunda estrutura consiste nos filtros
¢"(1;0),..., 0" (v; My — 1).

Observando que a transformada inversa de ¢*(v;n') = exp(—j2w%u) é sinc(n + n'/M,),
vé-se que esses filtros, em conjunto, formam uma interpolagao por sinc’s. O filtro de inter-
polacao é mostrado na figura [3.4, Essa estrutura pode ser implementada eficientemente
por um filtro polifdsico P. Por fim, temos a estrutura responsavel pela interpolagao na
freqiiéncia:

R/R;",
cuja entrada tem dimensao N, x 1 e a saida, N. x 1. As trés estruturas, em conjunto, sao

mostradas na figura [3.5

3.1.2 Estimador FIR

Na equacao (3.3)), o indice m assume valores sobre os inteiros. Isso leva & impossibili-
dade de implementagao pratica do filtro de Wiener resultante. A alternativa é restringir

os limites que o indice m abrange. Sera considerado que m = —M, ..., M. Com isso,
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_J yH &) P(v) U, R/R;' —»
H, [mM;] Hin]

d[mM;] d[mM;) d[n) H,[n]

Figura 3.5: Estimador MMSE.

seguindo os mesmos passos acima, a equagao (3.12) passa a ser dada agora como

M
Z dikrea[(m—my) My|é[ma, l;n' k) — ko [0 +mM T4 [L, k|4 pe[m, [0’ k] = 0, (3.18)

mi=—M

param = —M,... M.
Sejam

Tt,Q[n/ + M - Mt] é[M7 l7 TL/, k]
r[n'] = : : &lln' k] = :

Teo[n' — M - M l—M,l;n' k|

R; = (vy[—M - My, ..., vs[M - M]).

Deste modo, a equacao (3.18) em sua forma vetorial é dada como
dikRyC1 [l k] — ke [n/]7 41, k] + pey[l;n', k] = 0.

Entao, temos
ill;n', k) = 74 [l, k)dH{ (dixRy + pI) "Ldisry 0]}

Seja

cll;n'] = (dikRy + pI) rdirry[n], (3.19)
cujos elementos sao c[m,[;n'], para m = —M, ..., M. Deste modo, podemos escrever

e, ln' k) = 7l K]dl e(v, 1;n'),
em que

M
c(v,l;n') = Z c[m, l;n'] exp(—j27rmv)
m=—M

Seguindo os mesmos passos como na derivacao do filtro de Wiener de ordem infinita,

e com as mesmas defini¢oes, chegamos a

C(v;n') = f{ijilU@*(u;n’)UH, (3.20)
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em que ®(v;n') é matriz diagonal de elementos

Q;(v;n') = c(v,l;n).

A equacao corresponde & equacao (3.17)) no caso do filtro de Wiener de ordem
infinita. A diferenga agora é que no filtro de Wiener FIR nao é possivel separar ®(v;n’),
enquanto que no caso infinito bastava fazer a estimativa das sub-portadoras piloto e
depois realizar o processo de interpolagao no tempo. Pode-se contornar essa problematica
escolhendo M suficientemente grande de modo que a correlagao r; o[mM;] seja desprezivel
para |m| > M. E, assim, realiza-se o mesmo processo de filtragem como no caso do
filtro de Wiener IIR, bastando fazer as estimativas das sub-portadoras piloto e depois
aplicar uma interpolacao que nao dependa das correlacoes do canal. De fato, é esse o

procedimento de estimagao que serd adotado aqui.

3.1.3 Calculo do MMSE

O erro médio de estimacao na k-ésima sub-portadora piloto é dado por
MMSE[k] = E{|H[n, k] — H[n, k]|*}. (3.21)

Usando o principio da ortogonalidade dado na equagao (3.5, e substituindo a equa-

¢ao . em - temos

MMSE[k] = ko? — E{H*[n, k|H[n, k]}
(k—K") /Mg
Z Z c[m, l;n' klri[n" + mM, k' + IMg). (3.22)
m=—00 I=(k—k'—Ne)/My+1
Com a propriedade ry[n' +mM;, k' + M| = krio[n’ +mMre[k' +1M;], e das defini¢oes
de co[m;n/, k] e r¢[k] dadas na equacao (3.9)), obtemos

MMSE[k] = k — Z ko0’ 4+ mM e [k]eo[m;n/, k.
Reconhecendo
e 1/2
S wrialal + mMJealmint' ] = [ iy )ea(win R,
m——o0 ~1/2
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e com o uso da equagao (3.16)), temos

1/2
MMSE[k] = k — / kpy (v n e [Kles(vin', k)dy
~1/2
=k — 1} [K]U" @, UR; 'rs[k], (3.23)

em que foi definida a matriz diagonal
1/2
b, = / Kkp;5(v) @ (v)dv.

—1/2
Perceba acima que o MMSE s6 depende de k. De fato, nao foi necessério inserir o indice
n’ em MMSE[L].

Seja
MMSE = (MMSE[0], MMSE[M/], ..., MMSE[N, — M;])".

Deste modo, a partir da equagao ({3.23)), temos

MMSE = I — diag(RfU"®, UR'Ry)
= kI — diag(U"D®, U)
= diag(U” ®U),

em que foi denotado
P =xkI—-DP,,

cujo [-ésimo elemento da matriz diagonal ® pode ser escrito como

1/2 p
(I)I/i—d/ Kp; V{l——dy
l l _1/2 pt,S( ) p+dlffpt,3(7/)

1/2 d
:H_dlﬁ+/ _pdispys(v)
—1/2 P+ dikip,3(v)

Entao, definindo o “MMSE médio” sobre as sub-portadoras piloto como

Np—1
- 1 &
MMSE = — > MMSE[k - My]

P k=0
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temos, entao,

1
Np

Np—1

1'% 1/2 ,Odl/fpt?,()
— d 3.24
V. / v (3:21)

12 P+ diipr,3(v)

: Np—1
em que foi usado Y, %" d; = N,

Agora vamos derivar um limite superior para MMSE entre as func¢oes passa-baixas

pe3(v) de suporte limitado [—vg3, va 3], que satisfazem
V4,3
/ pes(v)dy = 1.
—Vd.3
Pela desigualdade de Cauchy-Schwartz, obtemos

Vd,3 1 V4,3
/ ( )|d1// lp + dikpes(v)|dv >

vd,3 |p+ dll{ptv?’ v —Vd,3

2

Vd,3
’/ |,0—|—dl/£pt3( );1/2"P“Ldmpt,s(V)lmdv =4v3,, (3.25)
V4,3

e, dai,

L Vis
/ S . B
—vay P+ dikpr3(V) 2ug3p + dik
A integral na equagao (3.24)) satisfaz entao a desigualdade

1/2 d V4,3 2
/ phkpis(V) g, / Ay
_12 P+ dikpe3(v) vys P+ dikpes(v)

A3 sp°
2Vd,3,0 + dllﬁi
_ 2u43pdik

2Vd73,0 + dlli ’

< 2v43p —
(3.26)

Chegamos ao seguinte limite superior:

Z

- 2u, 3pdl/<;

2v43p + 2w43p + difs

| /\

1
N,

NN
L

A
S

20g,3p
=0
K
— Wy
YasPN

em que foi usado 2vy3dik/(2va3p + dik) < 2v43, para d; # 0.



3.1 Derivagcdo do Estimador MMSE 55

Deseja-se saber qual fungao passa-baixa p; 3(v) geraria o maximo MMSE para « dado.

A desigualdade da equacao (3.25)) é substituida por uma igualdade quando existem

constantes C e (5 tais que

1
o+ dikpes(v))]

= Chlp + dikpe3(v)],
ou
|p + dikpe3(v)| = const.

E, assim, conclui-se que p;3(v) deve ser uma fungao passa-baixa uniforme. Seja pp3(v) a

densidade espectral de poténcia da fungao passa-baixa de largura 21,3 dada por

1
9 , S€ |V| S Va3,
pB73(y) — Vd,3
0, c.c.
Segundo as equagoes (3.14)) e (2.22)), temos
) = srma(5r)
kpes(v) = — —
Pt,3 Mtpt,Q M,

o (s ()
= m .
N LY\ N ) AN M,

Com a funcao passa-baixa pp3(r) no lugar de p;3(v), obtemos

1 < v )_ K 1 (327)
NP \N M, ) T 2005 mu(v/N, M) ‘

Junto com a restricao

V4,1
/ pea(v)dy =1,

Vd,1

a integral da equagao (3.27)) resulta em

Vd.1 1
/ n dv =1,
—vas 2Vdn my(v)

Va1 1 -1
K= 2Uq; (/ dy) )
—Vd,1 mt(]/)

Isso nos diz que somente para um valor de s ¢ obtida uma igualdade na equagao (3.26]).

ou
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Formulamos o seguinte problema:

Vd,1 /
maximize: / pldim(v)y(v) dv; (3.28)
gy P A (v)y(v)

restrito a: /_le +(v)y(v)dv (3.29)

Vg1

/_ " y(w)dv =1, (3.30)

V1

em que p' = pN;M,; e y(v) faz o papel de p;1(v). Conforme o apéndice [A] a solucao desse

problema por multiplicadores de Lagrange leva a

B dymy(v)
[0+ dymy (v)y(v)]?

= [ () )"

onde A\; e Ay sdo escolhidos de modo a y(v) satisfazer as restrigoes dadas nas equa-
coes (329) ¢ (B30).

A solugao y(v) sera empregada no estimador robusto, em que o MMSE das estimativas

+ /\1mt(u) + /\2 =0 (331)

ou

nao depende da estatistica do canal.

3.2 Estimador Robusto

Para que se tenha a estimativa 6tima do canal, como foi visto na secao anterior, é
necessario que se conhega as correlagoes do canal tanto no tempo como na freqiiéncia, o
que muitas vezes nao é possivel na pratica. Por outro lado, a estimativa da correlacao do
canal demanda uma grande complexidade computacional. E além disso, a estatistica do
canal pode mudar com o tempo. Uma solugao sub-6tima ¢ fazer uma escolha arbitraria
para as correlagdes 1, 3[n] e r¢[n] que, mesmo nao coincidindo com as correlagoes verda-
deiras, levam, para os casos de interesse, a uma performance proxima a estimacao 6tima.
Tal estimador é entao dito robusto no sentido de nao depender da estatistica do canal.
Quando o filtro de Wiener adota correlagoes diferentes das reais, dizemos que o filtro esta

descasado.

No que segue, sera somente considerada a estimacao das sub-portadoras piloto, i.e.,
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estaremos interessados somente na estrutura de filtragem

C(v) = C(v;0)
= U®(v)U"Y. (3.32)
Por simplificagao, sera usado c¢[m, [; k] no lugar de ¢[m,[;0, kM|, para k =0,..., N, — L.

3.2.1 Analise de Descasamento

Na analise que segue, a abordagem sera relativa ao filtro de Wiener IIR. Sejam 7 3[n]

e 7¢[n] as correlagoes usadas no filtro cujos coeficientes ¢[m, [; k] sdo determinados por

C(v) = Ud(v)U", (3.33)

onde U, ®(v) e C(v) sdo dados como nas equacoes (3.11)), (3.15)) e (3.32)), respectivamente,

com a diferenca de que 7 3[n] e 7¢[n| sdo postos no lugar de ry3[n| e r¢[n|.

O erro quadratico médio de estimac@o gerado pelo filtro de coeficientes ¢[m, [; k| é

dado por

MSE({e[m, l; k]}) = — { > > (ema, by k] + 6lma, b))

mi1,m2=—00 l1,lo=k—Np+1

T [(my — mQ)Mtu (I = L) My](c*[ma, by K] + 6[ma, 11])

f Yy pllm, 5]}

mi,m2=—00 ly,lo=k—Np+1
1 = _

=5 Z ke glmy — my] tr{(Clmy] — s[mi 1) R;
p mi,mao=—00

(Clm) —dlmalD)} + 5= 3 (€Y mICl)
1/2 A B
-/ 1/2,%3 V) r{(C) DR (Cv) — D}

/ P w)Cw)a

em que d[mq, ms] = 6[my]d[ms] e
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Com a substitui¢io de C(r) dado na equagao (3.33)), obtemos
NSE({elm. 1 K]} = 5- / kpos(v) tr{ (UB()U” — DR (UB (1)U — 1)}y

/ v ptr{US" (1)U US(v)U" }dv

1/2

N kpe3(v) tr{UR;U(®(v) — I)(®(v) — I)" }dv
pJ-1/2

1 1/2 =H, \ =
- /_ @ @) (3.34)

3.2.2 Derivacado do Estimador Robusto

Inicialmente, serd assumido que o estimador é perfeitamente casado na freqiiéncia,

i.e., os coeficientes ¢[m, [; k] foram selecionados a partir da forma
R; = UDU", (3.35)
em que os elementos da matriz diagonal D sao dados por

d;, se0<I<K-—-1,
(D), = (3.36)
0, se K<I<N,—-1,

Para cada [, escolhemos um p; 3(v; () de modo que

= dl’%ﬁt 3(7/? l)
B, (1) = , .
(v) p+ diipys(vi1)

Com isso, a equagao (3.34)) se simplifica como

(3.37)

N, N,
1 P 1/2 B 1 p /2
MSE({¢[m, [; k]}) = oA Zdl/ kpes(V)|®(v) — 1dv + N Zp/1/2|<bl(y)|2dl/

P —o 1/2 P —o
1 Np 1/2 ~
A Zdl {kpe3(v) — Kprs(v; D)} ®i(v) — 17dv
P —p —-1/2
1 Np 1/2 B ) 1 Np 1/2 _ )
sl [ @) 1P =Y e [ @)Pay
Np ; -1/2 ' Ny ; -1/2
1 Np 1/2 - o
= > d, {kpy3(v) — Rps(v; 1)} @y (v) — 1|2dv + MMSE.
P 1—o -1/2

(3.38)



3.2 Estimador Robusto

59

O primeiro termo a direita da tltima igualdade na equagao acima é interpretado como

o MSE residual devido ao descasamento. A performance do estimador nao depende das

correlacoes do canal no tempo quando o MSE residual é nulo. Com o uso explicito de

®;(v) dado como na equacao (3.37)), temos

L 1 Np 1/2
MSE({elm, 1: K]}) = 5 > / di{kprs(v) — Rpes(v; 1)}
P =g /-1/2
. ‘ dikpe3(v;l)
p+ dlﬁptg(y- l)

2
— 1| dv + MMSE

_ _Zd / fes(v) — Fos(il) ) visE
Ny =5 12 [P+ difpys(vi )]

Da equacao ([2.22), podemos escrever

0 = e () (547)
Rpe3\V) = Nthpt,1 N.M, my N.M,

i) = s ()™ ()
Kpg3(V; NMtpt’l N, M, my N, M, )

cuja substitui¢ao na equagao (3.39) resulta em

Np

L 1/2
MSE({¢[m, l; k]}) = Ni > o” /_ [pea(v) — Dra(vi 1))

P —o 1/2
dymy (V)
[0+ dipea (v; Dme(v)]

(3.39)

~dv + MMSE,

em que p' = pN;M,;. Com a suposicao de que p;1(v;!) foi escolhido de forma a satisfazer

a equagao (3.31]), o MSE residual resulta em

1 , 1/2 12
A Zp A1 / pei(V)m(v)dy — A\ / Dea(v; Dmy(v)dv+

P2 1/2 -1/2
1/2 1/2
AQ/ (v )du—&/ Bra(vsl) du} = Zp’ﬁ
-1/2 -1/2 Ny —0

onde foram usadas as restri¢oes

1/2 1/2
/ pt,l(y>mt(y)dl/ =R, / pt,l(l/)dy = 1,

1/2 1/2

1/2 1/2
/ Dea(v; D)my(v)dy = R, / pea(v;l)dv = 1.

1/2 1/2
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Com a suposicao de que k = Kk, chegamos a

MSE({¢[m, I; k]}) = MMSE.

Ainda pode-se anular o MSE residual enfraquecendo as restri¢oes dadas pelas equagoes
(13.29)-(3.30]) e assumindo que existem A; e Ay tais que

dymy (V)
[P+ dymy(v)y(v; )]

= )\1mt<V) -+ )\2, (340)

com y(v;l) = pp1(v;l).

Temos os seguintes casos:

1. Se Ay = 0. Nao importando qual o valor de k&, o MSE residual sempre sera nulo.

vi1) = | (o)) T ) (3.41)

Devemos selecionar um Ay de modo que a restri¢ao (3.30]) seja satisfeita. A restri-

¢ao (3.30) implica
Vd,l dl 1/2 /:| 1
—my (v —p | ———dv =1,
/_ud,l[()\z o )) P (v)

Temos

ou ,
1 Vd,1 1 p /'Vd 1 1
—— | —dv-5 | ——=dv=1,
dl)\2 i1V mt(V) dl —vgn mt<1/)
e, portanto,
1/ 1 ?
Ay = —( > ) , (3.42)
dl 1+ Z—ZIQ
em que

vd,1 1 vd,1 1
Il :/ dv IQ :/ dv.
—v4,1 mt(V> ZB mt(l/)
Deste modo, temos

pra3(vil) = Bty (v /Ny My Dmy (v/ Ny M)

Il
=

H ot NMt }1/2_”/] dlmt(y}Nth)mt<NSVMt>

/

_ 1[%(1+ I>m§/2(NS”Mt>—%]. (3.43)

Do MMSE dado na equagao (3.38)), e apos simplificagoes cujo resultado é similar a
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equacao (3.24), temos

K-1
NIMSE = / phFDavil)
N, — ) s p + dikpes(v;l)
_ 1 1/ pdmv)y(mil)
N, 2 ) oy o dimi)(iD

Agora, com a substitui¢ao de y(v;1) dado na equagao (3.41]), obtemos

K-1 vaa _mt 1/2_ /
MMSEzlz/ A =)

Fp 0 Vd,1 [g—lmt(y)} 1/2
1 K=1 iy, ) oy
== p’(l—p[/\;m( )] )dl/.
P =g Y Va1

Substituindo Ay dado na equagao (3.42)), chegamos a

K—-1

K 1 p12]2

MMSE = 2vg3p— — — 3 —b—1_
PN, TN, &Lt dy

ywil) = Kf—)/ o (3.44)

Para que o MSE residual seja anulado, deve-se selecionar um A\, de modo que a

restrigao (3.29) seja satisfeita. Conseqiientemente,

o= [ smr =2, (e - )
KR = vil)mg\V)av = zal/q, - ],
*Vd,ly t . diA dy

1
di(R)2vq1 + p'/dy)?
A substituigao de A\; na equacgao (3.44) leva a

2. Se Ay = 0. Temos

e, assim,

A=

1 K

241 my(v)

y(vil) =

Portanto,
1

Vg3

Pra(v;l) = (3.45)
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Entao, podemos escrever

=

-1

V4,3 ) .

vas P dikprs(v;l)

1

0

=

V4,3 p
- 1— — )du.
» p/_ ( p+ dikpys(v;l)

1 V4,3

— §2|r—t

I
=)

Substituindo o p;3(v;() encontrado a equagao ([3.45)), temos

K-1
2Vd3

MMSE = 2 —
vasp p(2vaz) + dik’

1
Np o Ny =0
O estimadores encontrados acima sao robustos apenas no sentido de que suas perfor-
mance, medidas pelo MSE, nio dependem das correlacées do canal no tempo, dadas por
r1,3[n]. Porém, é necessario que se conheca Ry e p. Para eliminar a dependéncia por Ry,
escrevemos
R; = FDF",

em que F é a matriz de Fourier normalizada e

_ N,/L, se0<I<L-1,
(D)u =
0, se LI<N,—1,

e L é o comprimento do canal. Deste modo, a equacao (3.34) se reduz a

1 2
N, _1)2

1/2
/ p|®(v)[Pdv,
1/2

em que ®(v) = §;(v) e I' = diag{(1,,0y,-1)}. Sabemos que

MSE({¢[m, l;k]}) = kpe3(V)|@(v) — 12 tr(FPR,F - T')dv

L-1

Hn k| = wh hln,1].
=0

Considerando as posicoes piloto kMy, para k =0,..., N, — 1, obtemos

L-1

Hln, kM) =) exp{(—j2m(kM;)l/N.})hn, 1]

T
— O

w%pﬁ[n, ],

N
Il
=)
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ou na forma vetorial

H,[n] = Wpﬁo [n],

em que W, ¢ a matriz de Fourier de dimensoes N, x N,, e h’[n] = (h[n,0],..., h[n, L —

1],0,...,0)T. Com isso, chegamos a

F'R/F = F" E{H,[n]H] [n]}F
= N, E{h’[n](h°[n])"'},

onde foi usado
F"H,[n] = /N, - h’n].

Como E{(h°n])”h°n]} = 0?7 = 1, segue entdo que
tr(F'R;F -T) = N,

Portanto, temos

L 1/2 - L2
MSE({¢[m,; k]}) = / kpe3(V)|@(v) — 1dv + —/ p|®(v)|Pdv
—1/2 Np —-1/2
1/2 - -
= {kpi3(v) — Epes(v)}|@(v) — 1]2dv + MMSE.
~1/2

A analise para a escolha de p;3(v) é analoga a feita acima.

O estimador robusto que acabamos de derivar depende agora somente de p e L, pois

® = ®; dado na equacio (3.37) é escrito em funcio desses parametros.

Como na pratica os filtros devem ter duragao finita, para que possam ser implemen-

tados temos que recorrer a equagao (3.19)), que reescrevemos abaixo para n’ = 0:

oll] = (Rt + d%I) T (3.46)

onde os indices de c[l;0] e r{[0] foram omitidos. As correlagoes encontradas nas equa-

goes (3.43)) e (3.45) podem ser substituidas na equagao (3.46)) dada acima. Isso viabiliza

um estimador FIR robusto.

Eliminamos a dependéncia de p em p; 3(v;1) dado na equacao (3.43) fazendo p' = 0,

de modo a obtermos
Pes(v) = R )l (v /N M). (3.47)
Vé-se que p;3(v) dado na equacdo (3.45) nao depende de p. A dependéncia por p dado
na equacgao (i3.46|) pode ser eliminada substituindo p/d;x por d pequeno, de forma que a
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inversa nessa equacao exista. Temos

cll] = (Ry + 1) 'r,.

(3.48)
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4  Estruturas Adaptativas

Do capitulo anterior, foi visto que a estrutura de filtragem do estimador MMSE sobre
as sub-portadoras piloto, conforme mostra a figura |3.3| se divide em trés procedimentos.
Primeiro, calcula-se as componentes do vetor contendo as sub-portadoras piloto, sobre o
subespaco definido por U,. Depois, as componentes sao filtradas. Por fim, o vetor do
sinal é calculado a partir das componentes filtradas. As estruturas adaptativas devem
portanto se propor a estimar o subespaco dado por Uy, e a filtrar o ruido existente nas
componentes do sinal. Neste capitulo, sao apresentados os algoritmos LORAF e PAST
(Projection Approzimation Subspace Tracking), responséaveis pela estimagao do subespago.
A seguir, é proposto um algoritmo adaptativo, baseado em decomposicao QR, capaz de
filtrar o ruido nas componentes do sinal. Também é proposto um algoritmo que estima a

poténcia da ICI mais ruido, e a dimensao do subespago.

4.1 Estimacao de Subespaco

Como estimar a matriz U? Pelo que foi visto no capitulo precedente,
Ry = E{H,[n]H, [n]}

= E{H,[n|H,/[n]} + E{z,[n]z, [n]}
= kR + pl = UAUY|

em que
H,[n] = (H[nM;,0], HnM,, M;],..., HnM;, N. — M¢])"
H,[n] = (H[nM,,0), HnM,, My], ..., HnM,, N, — M;])"
z,[n] = (2[nM;, 0], 2[n My, My], ..., z[nM;, N, — M;])",

(§

A = kD + pl.
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Portando temos um problema de estimacao de subespaco, onde deve-se estimar os K

autovetores dominantes de R;. Podemos escrever

- A, O H
Rf — (Us Un> <Us Un) )
0 A,
em que
A = k- diag{dy, ..., dg_1} + plk, A, =pln, Kk

e assumi-se dy > dy; > --- > dg_1. O span da matriz de colunas unitarias U, consiste no
subespaco do sinal de interesse, que, no caso, ¢ H,[n]. Ja o span U, ¢ o subespago do
ruido. A equacao (2.18), que reescrevemos como,

H,[n| = W, ,7[n], (4.1)

em que W, é formado pelos vetores linha de W de posigao {0, My, ..., N, — My}, nos

revela entao

Ry = W, E{y[n]5" [n]}W£, + oI
=W, SWZ + I,
em que
3 =k -diag{p(m0), ..., p(Tk-1)}

E, portanto,
UkD]U" =W, , xWZ

Como a matriz a direita da igualdade acima tem posto K, conclui-se que a dimensao
do subespaco do sinal ¢, de fato, igual ao nimero de multi-percursos do canal. Devido
a equacao (4.1)), que foi derivada do modelo de canal TDL, o subespago do sinal H,[n]

consiste no espago coluna de W, ,,. O subespago do sinal consiste no subespago de atrasos.

A matriz R é estimada recursivamente como

R[n] = oaR[n — 1] + (1 — o)H,[n]H [n].
Depois podemos calcular a auto-decomposicao de ﬁ[n] como
R[n] = Un]AR]U"[n]

e entao selecionar Uy a partir dos auto-vetores correspondentes aos K maiores auto-valores
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desta decomposicao.

A

Porém, o calculo direto da auto-decomposigao de R[n] exige alta carga computacional,
sendo inviavel sua implementagao pratica. A alternativa é calcular U[n] recursivamente
a partir de U[n — 1], por meio de algum algoritmo ST. Exporemos abaixo dois algoritmos
recorrentes na literatura: o LORAF [33] em suas versoes 1, 2 e 3; e o PAST [34] e sua
versao ortogonal OPAST [35]. A derivacao desses algoritmos é bastante simples e direta.

E o que sera feito, de forma resumida, nas préoximas duas sub-secoes, por questao de

auto-suficiéncia desta dissertagao.

Nas proximas duas sub-segoes, a notagao usada nao tem qualquer relacao com aquela
empregada até aqui. Foi decidido manter a notagao dos artigos em que os algoritmos

foram inicialmente propostos.

4.1.1 Algoritmo LORAF

O LORAF baseia-se no método simultaneous orthogonal iteration. Defini-se a matriz

de recursao Qt] € CV*" como
Q[tIR[t] = C-Q[t — 1], fatorizagao QR. (4.2)

O método afirma que a matriz Qlt| converge para a matriz dos auto-vetores principais
de C, e a seqiiéncia de matrizes triangulares R[t] converge para a matriz diagonal dos
auto-valores dominantes. A matriz C = E{x[t]x[t]}, que ndo é conhecida, é substituida

por sua estimativa determinada recursivamente por
C[t] = aC[t — 1] + (1 — a)x[t]x"[t]. (4.3)

Com « ~ 1, a matriz CJt] varia lentamente com ¢, de forma a justificar o uso do método.

Reescrevemos, entao, a equagao (4.2) como

Alt] = C[t]Q[t — 1] (4.4a)
Alt] = Q[tR][t], fatorizagao QR. (4.4Db)

Seja Pglt —1] = Q[t —1]Q*[t — 1] a matriz projegdo sobre o espago-coluna de Q[t —1].

Decompomos Q[t] conforme

Q] = Pqlt —1]Q[t] + Alt], (4.5)
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em que Alt] é ortogonal ao espago-coluna de Q[t — 1], i.e.,
Q[t — 1]A[t] = 0.
Introduzimos a matriz ©[t] € C"™*" dada por

e[t = Q"[t - 1qQlt]. (4.6)
Desta forma, a equacio pode ser reescrita como
Qlt] = Q[t — 1]O[t] + A[t]. (4.7)
Substituindo a equacao (4.3) na equagao (4.4a]), obtemos
Alt] = (aC[t = 1] + (1 — a)x[t]x"[t]) - Q[t — 1]
= aClt — 1]Q[t — 1] + (1 — a)x[t]h[t], (4.8)

em que

hit] = QY [t — 1]x[t]. (4.9)
Substituindo a equagao (4.7)) na equagao (4.8)), e usando que C[t — 1|Q[t — 2] = At — 1],
obtemos

Alt] = aAft — 1]O[t — 1] + aC[t — 1A[t — 1] + (1 — a)x[t]h"[t].

O termo C[t — 1]A[t — 1] tem complexidade computacional de O(N?r). Esse termo tem
pouca influéncia no processo de recursao e pode ser descartado sem perda de desempenho.

Assim, chegamos a seguinte recursao
Alt] = oAt — 1]O[t — 1] + (1 — a)x[t]h"[1], (4.10)

que requer menor carga computacional de O(N7?).

As equacoes (4.9)), (4.10)), (4.4b) e (4.6) constituem o algoritmo LORAF1, que é apre-

sentado na tabela [4.1]

O algoritmo LORAF?2 baseia-se numa simplificagao computacional do LORAF1. Subs-
tituindo A[t] e A[t — 1] por suas fatorizagdes QR na equagao (4.10), obtemos

QR[] = aQlt — 1R[t — 1]®]t — 1] + (1 — a)x[t]h[¢]. (4.11)



4.1 Estimacdo de Subespaco 69

Inicializagao:

Qo =(§); ©=0; 0<ac<l

Para cada t:

h(t] = Q¥ [t — 1)x[

Aft] = aAft — 1]O[t — 1] + (1 — a)x[t|h][t]
Alt] = Q[tR][t], fatorizacao QR

Q] = Q[t — 1]©[t] + Aft]

Tabela 4.1: Algoritmo LORAF1.

Seja o complemento da projecao de x[t] sobre o espago-coluna de Q[t — 1] dado por

Normalizamos x| [t],

em que

de forma a termos

x . [t] = Pglt — 1]x[t] = (I - Pglt — 1])x[t]

= x[t] — Q[t — 1]h[H]. (4.12)
%, [f] = 27 [t [1], (4.13)
Z1t) = <! [fx. 1], (4.14)

x[f] = Z"*[)%.[1] + Q¢ — 1]h[f]. (4.15)

Substituindo a equagao (4.15)) na equagao (4.11)), obtemos

Q[IR[t] =

aQt —1JR[t — 1]O[t — 1]

+ (1= ) Z2[x L [th"[t] + (1 — 2)Q[t — 1]h[t]h"[{]
= Q[t — 1)(eR[t — 1)O[t — 1] + (1 — a)h[t]h"[¢])

+ (1= a) 2" 2[t]x. [t]h"[¢]

= (Qlt = 1] | %.[t])

. <aR[t — 1Ot —1]+ (1 — a)h[t]hH[t]>

(1 — )2 20l (410

Usando uma seqiiéncia de rotagdes de Givens, cujo produto resulta na matriz unitaria
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Inicializagao:

Q0] = (3§); o] =1 0<a<l;

Para cada t:

ht] = Q"[t — 1)x[{]
x, = x[t] — Q[t — 1]h[t]

Tabela 4.2: Algoritmo LORAF2.

Glt], a equagao (4.16) pode ser dividida em

R[] |\ Gl aR[t — 1]O[t — 1] + (1 — a)h[t|h 7 [¢]
0) (1- ﬂﬂﬂMh[ﬂ

QMY | alt) = (Q[t — 1] | %.[t]) G

A rotacao de Givens é descrita no apéndice . Da equacao (4.17bf), temos

::<@m QHw—uqm>
£ =t )

em que

(4.17a)

(4.17b)

(4.18)

Das equagoes (4.18) e (4.17b]), vé-se que a atualizagdo de Q[t] pode ser dada como

Q[t] = Q[t — O[] + x_[t]f"[1].

(4.19)

O LORAF2 é constituido pelas equagoes (4.9), (4.12), (4.13)), (4.14), (4.17a)), (4.18)

e , que sdo resumidas na tabela [4.2]

A complexidade computacional do algoritmo LORAF2 advém principalmente do em-

prego da matriz @[t]. Por exemplo, o produto R[t — 1]®[t — 1] dado na equagao (4.16)



4.1 Estimacdo de Subespaco 71

requer uma carga computacional de O(Nr?). Quando o fator de esquecimento é proximo
a 1, a matriz ©[t] tende & matriz identidade. Isso nos sugere inserir O[t] = I, o que reduz
consideravelmente a complexidade do LORAF2. Assim, a equacao (4.17a}) se simplifica

R]t] _ap oR[t — 1] + (1 — a)h[t]h[t] (4.20)
0 (1 - a)Z 2 |

O segundo termo a direita da igualdade na equagao (4.20)) pode ser escrito como

R[t — 1] hii] |\,
a ( N ) +(1-a) (zl/?[t]) h'[t] (4.21)

Devido a estrutura acima, no calculo de G[t], o nimero de rotagoes de Givens pode ser
reduzido para 2r — 1. Primeiramente, » — 1 rotacoes de Givens sao usadas para cancelar
os r — 1 ultimos elementos da primeira coluna da matriz dada na equagao (4.21)), o que

resulta numa matriz que possui o seguinte formato, (para uma ilustragdo com r = 5):

X X X X X

X X X X X

aR[t — 1] + (1 — a)h[t|h? ]\ @, X X X X
—_—

(1 —a)llxL[[h"]t] oo

X X

X

Depois, a matriz obtida é reduzida, com a aplicacao de r rota¢oes de Givens, a uma matriz

triangular superior conforme abaixo:

X X X X X X X X X X
X X X X X X X X X

X X X x| Gt X X X R]t]

_— p— — = .

x X X X X 0---0

X X X
X
Deste modo, G[t] = Ga[t]G[t]. As rotagdes de Givens nao sdo acumuladas em G |t]

e Gslt], e depois em Glt]. Elas sao aplicadas diretamente em (Q[t — 1] | x.[t]), o que
resulta na operagao

(Ql] alt]) = (Qlt — 1] | x.[])G"[t],
que requer 2Nr — N multiplicagoes.

Pondo a equagao (4.20)) no lugar de (4.17a)), e usando os passos acima na obtengao de
R[t], e Q[t], o algoritmo LORAF2 resulta no LORAF3, que ¢ dado na tabela [4.3]
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Inicializacao:

Q0] = (3); 0<a<l:
Para cada ¢:

h(t] = Q" [t — 1]x[t]

RJ[t] e aR[t — 1] + (1 — a)h[t]h[t]
(1= a)Z'2[t]h"[t]

(QL | alt]) = (Qlt —1] | x.[1]) G™[1]

Tabela 4.3: Algoritmo LORAF3.

4.1.2 Algoritmo PAST

Seja {x[t]} a seqiiéncia de vetores n x 1 cuja matriz de covariancia ¢ C = E{x[t|]x[t]}.
Seja p < n a dimensao do subespago correspondente ao span dos autovetores principais.

Considere a seguinte fungao-custo:

J(W) = E{[lx - WW'x]|?}
= tr(C) — 2tr(W”CW) + tr( WCWW7W),

De [34], sabe-se que

1. W é um ponto estacionario de J(W) se, e somente se, W = U;Q, em que a matriz

U, de dimensao n x p contém p auto-vetores distintos de C, e Q é uma matriz

unitaria p X p qualquer;

2. Todos os pontos estacionarios de J(W) sao pontos de sela, exceto quando U contém

os p auto-vetores dominantes de C. Neste caso, J(W) atinge seu minimo global.
A versao LS dessa fungao-custo ¢é

J(WIt]) = Z o~ |1x[i] — WLWH [t]x[i] ||

= tr(C[t]) — 2tr(WH [{]C[t]W[t])
+ tr(WH[H| W] WH [(]W [¢]),
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em que

Clt] = Z ot ~ix[i]x"i]
= aC[t — 1] + x[t)x"[t].

Com C[t] no lugar de C, as propriedades dadas nos itens acima continuam vélidas.

J(W[t]) é uma funcdo de quarta ordem dos elementos de W[t]. No PAST, a pro-
jecaio WH[t]x[i], que é desconhecida, ¢ aproximada por y[i] = W¥H[i — 1]x[i], que pode
ser calculado para 1 < ¢ < ¢ no instante . Assim, obtém-se a seguinte funcao-custo

modificada:

= aC,y[t — 1] + x[t]ly"[t] = aC,,[t — 1]+ y[t]ly"[t]. (4.22)

Agora observa-se que J'(W]t]) é uma func¢do de ordem dois. Derivando J'(W|t]) em

relagdo a Wt|, temos

0J" (W) _
W{t] = —2C,,[t] + 2W[t]C,, [t].

Como, neste caso, J'(W][t]) é minimo quando 0.J'(W[t])/OW|t] = 0, temos

WIt] = C,, [t]C1[1]. (4.23)

vy

Consideremos a identidade de Woodbury que afirma que

A luvf A1

A H—IZA—I_
(A +uv?) 1+ vHA-1u’

em que A, u e v tétm dimensao n x n, n X 1 e n X 1, respectivamente, e a inversa A~!

existe. Aplicando tal identidade a equagao (4.22)), com P[t] = C, ![t], obtém-se

vy

Plt] = o 'P[t — 1] — 4[t]z[t]z" [t], (4.24)
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PAST: W[t] = W[t — 1] + e[t]z"[t]

(
= [EJ(x[t] = W[t = 1]y[t])
P[t] = o 'P[t — 1] — ~[t]z[t]z"[t]
OPAST: W/t] = W[t — 1] + &[t]z" [t]

[
1 1
= T <¢1 )
elt] = pltIWt — 1]z[t] + (1 + B[t] - ||z[t]||*)e[t]

Tabela 4.4: Algoritmos PAST e OPAST.

em que
Wt = (1 =y [t]z[t]) z[t] = o 'P[t — 1]y[t]. (4.25)
Agora, desenvolvendo a equacao (4.23)), escrevemos

Wt] = Cyyt] - (a7 'P[t — 1] — y[t]z[t]z" [1])
= (aCyylt — 1] + x[t]ly"[t]) - (™ "P[t — 1]) - (L= y[t]y[t]z"[t])
= (W[t — 1] +x[t]z"[t]) - (T — y[t]y[t]2"[t])
= Wt — 1] = 5[] (W[t — Ly [t])z"[t] + x[t)z" [t](T - ~[t]y[t]2"[t]).

Observando que

Wit = Wit — 1] +[t](x[t] - Wt — ]y[t])z" 1]
= WJt — 1] +e[t]z"[1], (4.26)
em que
elt] = y[tl(x[t] - W[t — 1]y[t]). (4.27)

Junto com y[i| = W#[i — 1]x[i], as equagoes (4.24]), (4.25), (4.26) e ([4.27) formam o
algoritmo PAST, que ¢ dado na Tabela [£.4]
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Devido & aproximacao de W [t]x[i] por WH[i — 1]x[i], a solugao W|t] deixa de ter
colunas unitarias. O OPAST consiste no PAST adicionado do seguinte processo de orto-

normalizagdo (com certo abuso de notagao):
W(t] .= W[t](WH[t{]W[t])~1/2. (4.28)
Com a suposi¢ao agora que W{t — 1] é ortonormal, temos

WHHWIt] = T+ |le[t]||*z[t]z" [¢]
=T+ v[t]v7[t]

em que foi usado W[t — 1]e[t] = 0, e denotado v|[t] = ||e[t]||z[t]. Logo,

H ~1/2 _ 1 1 — 1)yl
W WO =1+ (o (e )
=1+ B[t]z[t]z"[t], (4.29)
onde | .
= e <¢1 N EIEEOE 1)' (450

Substituindo a equacgao (4.29)) na equagao (4.28)), e usando a forma recursiva de W|t] dada

na equagao (|4.26[), chegamos a

= W[t — 1] + &[t]z"[t], (4.31)

em que

&[t] = BIIWIt — 1)z[t] + (1 + B[] - [lz[t)]1*)eft]. (4.32)

As equagdes (4.30), (4.31) e (4.32)), mais o PAST, constituem o OPAST, que é dado
na tabela [4.4]

4.2 Estimacao dos Filtros Temporais

O coeficientes dos filtros que exploram as correlagoes do canal no tempo, dados na

equagao (3.19)), podem ser reescritos, para n’ = 0, como
cll] = (dikRy + pl)~'djkry, (4.33)

onde os indices de c[l;0] e r{[0] foram omitidos.
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Encontremos as correlagoes acima. Seja
[E{I:Ip[n + nl]ﬂf[nl]} = k7t [n]Rs + pd[n]I.

Multiplicando ambos os lados por U e U, obtemos

E{d[n + ni]d”[ni]} = K7 [n]D + pd[n]I,

E{d[n + ny,)d*[n1, 1]} = dik7e[n] + pd[n]L,

em que d[n] = (d[n,0],...,d[n, K —1))T = U¥H,[n]. Denotado d[n;l] = (d[n +
M.1],...,dn— M,I])T, podemos escrever

Ry[1) = E{d[n; 17 [n: 1]} 1) = E{dn; 0 [0, 1]}
= d;kRy + pl, = dikr; + peyy,
em que ey = (0,...,0,1,0,...,0)T, com o elemento 1 ocupando a (M + 1)-ésima posigao.

Assim, a equagao (4.33) é reescrita como

cll] = R[] — pen)
= ey — pR; e, (4.34)

onde foi usado que R; ! [I]#[l] = e
Determinamos a seguinte estimacéo recursiva de R,[l]:
R.[n;1] = aRy[n — 1;1] + (1 — a)d[n; []d"[n; 1]. (4.35)
E, deste modo, a estimativa de c[l] no instante n é dada como

c[n;l] = enr — pR; M n: e

Vamos agora encontrar uma forma recursiva para c[n;l]. Pela identidade de Wood-

bury, podemos escrever, onde adotamos P[n; ] = Ry [n: 1],
Pn;l] = o 'P[n — 1;1] — o~ 'k[n; ]d? [n; [|P[n — 1; 1], (4.36)

em que

K[n; 1] = o Pl —Llidml] (4.37)
(1 —a) '+ a~tdfn;l|P[n — 1;1]d[n; ]
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Inicializacao:

P[0;{] =T; 0<a<l,;

Para cada n:
w[n;l] = Pln — 1;{]d[n; (]
1]
a- (1 —a)™t +din;l]wn;l]
Pn;l] = o 'P[n — 1;1] — a 'k[n; 7 [n; ]

k[n;l] =

p[n;l] = Pn;lJey
d[n; 1] = d[n; 1) — p(p™ [n; 1)d[n; 1))

Tabela 4.5: Atualizagao dos coeficientes dos filtros temporais.

Definindo o vetor

p[n; 1] = Pln; l]en, (4.38)

segue que os coeficientes c[n; (] sao atualizados como

c[n;l] = ey — ppln;l]. (4.39)

O algoritmo resultante, constituido pelas equagoes (4.36)), (4.37), (4.38) e (4.39), é resu-
mido na tabela (4.5)).

Multiplicando a equagao (4.36]) por ey, obtemos

p[n;l] = a”'pln — 1;1] — o 'k[n; [J(d"[n; U]p[n — 1)), (4.40)

que é uma forma recursiva para p[n;{]. Portanto, vé-se que basta conhecer k[n;!] no
instante n para que possamos atualizar p[n;[], ndo sendo necessario um célculo explicito
de P[n;l]. Existem algoritmos rapidos que possibilitam a atualizacao de k[n;(] a uma
complexidade de O(2M + 1) [32]. Isso viabiliza a aplicagao pratica do algoritmo. Os K

filtros temporais exigiriam, ao total, uma carga computacional de O((2M + 1)K).

Devido a problemas de instabilidade numérica e a variagoes no espalhamento dos auto-
valores da matriz de correlacao de El[n, [], a formula recursiva dada na equagao , e
conseqlientemente o calculo rapido de k[n; ], pode apresentar uma divergéncia explosiva
(de fato, esse comportamento foi observado nas simulagoes). Para contornar tal problema,

adotamos uma abordagem por decomposi¢ao QR [32].
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Seja 15{2/2 [n;1] a raiz quadrada de Re[n; ], de forma que
Ro[n; ] = Ry *[n; (1R *[n3 1), (4.41)

~ H/2 ) o ) . .
em que R, / [n;1] é uma matriz triangular superior. Organizamos os termos envolvidos

na equagao (4.35) na seguinte matriz:

Ginl = ( af{t[nj l] (1— a)/2d[n; z]>'
(1 —a)2dfn;1] 1

Usando a decomposi¢ao dada na equacao (4.41)), podemos escrever

<a1/215¢/2[n — 10 (1—a)2d[n; u) <a1/2f{f/2[n —1;1] 0>

G[n]: H 1/23H
0 1 (1—a)2dfn; 1] 1

Aplicando uma seqiiéncia de rotagoes de Givens, podemos obter a matriz unitéria @[n;I]

satisfazendo

PRI =131 (1 —a)V2d[n; (] 1] - B [n; ] 0 (4.42)
0 1 o\ bl baalnsl]) '

N J/ N J/

-~
A B

em que Byj[n;(] é triangular inferior. Como ®[n;[] é unitéria, i.e., ®[n; 1)@ [n;l] = 1,

temos

<a1/2f{,}/2[n — 10 (1—a)2d[n; z]) <a1/2f{f’/2[n — 1:1] 0)

0 1 (1—a)2d" ;0] 1
A AT
_ Bii[n; ] 0 Bﬁ[n;l] boi[n; (]  (443)
b [n; 1] baa[n; ] (1 bie[n; 1]
B B

Expandindo o produto das matrizes e comparando os respectivos termos em ambos os
lados da equagao (4.43), obtemos as identidades

Ry[n; 1] = Byy[n; |B[n; 1]
(1 — a)2d[n; 1] = By [n; {|bay [n; ]
1 = bl [n; [bay [n; 1] + baa[n; bl [n; 1],
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que resultam em

Bi[n; 1] = Ry*[n; ]
boi[n: 1] = (1 — )R, [n: () d[n; ] (4.44)
[boaln; (* = 1 — (1 = a)dy;[n; IR, [n; (d[n; 1] (4.45)

Com a substitui¢ao da equagao (4.36]) na equagao (4.45)), apos alguns calculos, temos
[bas[n; U7 = (1 = a)~"y[n; 1]

em que

Yn; 1] = (1— ) + a-1dfn; ([Pln — 1 0d[n; 1]

E, assim,

bao[n; 1] = (1 — 04)1/271/2[71;[].

Logo, podemos reescrever a equagcao (4.42|) como

0 1
~1/2)
_< R, ] 0 ) (4.46)

(1~ )2 [ UR; i 1) (1 — ) /252

Desenvolvendo a equagao (4.37)), obtemos
(1 — ) 'k[n;l] = o 'P[n — 1;1]d[n; 1] — a~ 'k[n; {]d" [n; |P[n — 1;1]d[n; 1],

e, dai,

Da equacgao (4.44), vé-se que

R"[n; (k(n; 1] = (1 a)*{(1 — )" *Ry " [n; [Jd[m; 1]}
= (1 — a)"?by [n;1]. (4.47)
Como ]::{f]/ 2 [n; 1] é triangular superior, o sistema da equagao (4.47)) pode ser resolvido pelo

método de back-substitution. Tal método é apresentado no apéndice [B] Assim, obtemos
k[n;l]. O vetor p[n;!] dado na equagao (4.40]) ¢ entao atualizado.
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Inicializagao:

P[0;1]] =1I; p[0;] = enr; 0<a<l;

Para cada n:

al/zﬁi/Q n—1l] (11—« 1/2q n;l .71 Builmwl] 0

(R -y 2ale ) @[n; ) = (Rl © )

f{i/Q[n; ] = Bn[n;l]

k[n;l] = (1 — a)V2{R; " [n; ]bgy [n; 1]} (via back-substitution)
p[n;l] = a~'p[n — 1;1] — o~ k[n; [J(d" [n; l]p[n — 1;1))

d[n; 1) = d[n; 1] = p(p™ [n; 1)d[n; 1])

Tabela 4.6: Algoritmo baseado em decomposicao QR.

O algoritmo resultante, baseado em decomposicao QR, é constituido pelas equagoes

(4.46), (4.47), (4.40) e (4.39); e ¢ dado resumidamente na tabela [4.6]

O algoritmo baseado em decomposicao QR também suporta uma versao rapida, de

complexidade computacional de O(2M + 1) [32].

4.3 Estimacao dos Parametros p e K

Sera suposto que o sistema opera com um nimero maximo de multi-percursos Kpyax < Np,
cuja escolha depende do ambiente em que o receptor opera, e da méxima carga compu-

tacional suportada. Assim, definimos

onde agora d[n] tem dimensao Ky.x X 1 e Uy contém os K., auto-vetores dominantes

de U. Deste modo, podemos escrever as relacoes
Py = E{H}'[n]H,[n]} Py = E{d"[n]d[n]}
= N,ka; + Npp, = Nykop + Kmaxp-

Dai, encontramos p como

_ Pr—1
_Np_Kmax.
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Inicializagao:

Ko pln] = 0; p[n; 1] = 0; 0<a<l; B> 1;

Para cada n:

pln) = a - pln—1]+ (1 - a) - (B [n]H,[n] — d” [n)d[n])/ (N, — Kunax)

p

plnil] = a-pln = L1 + (1 = a) - [dn; 1]]?

K[n] = #{p[n; 1];pln; 1] > 8- p[n]}

Tabela 4.7: Estimacao dos parametros p e K.

Utilizando a estimativas recursivas de Py e Pj;, dadas, respectivamente, como

Pg[n] = aPgn — 1]+ (1 — oz)I:If[n 1, ()],
Pin] = aPjln — 1] + (1 — a)d?[n]d[n],

temos a seguinte estimativa recursiva de p:
pln] = (Pgln] = Pylnl)/(Np = Kmax)
=a-pln— 1]+ (1 - a) - (B [n]Hy[n] — d"n]d[n])/ (N, — Kuax)- (4.48)
Quanto a estimacao da dimensao K do espago do sinal, sabe-se que
E{|d[n; ()"} = kd; + p.

Portanto, podemos encontrar K selecionando o maior [ tal que E{|d[n;{]|?} > p. Realiza-

se entao a estimacao recursiva da poténcia média de cada ramo [ como
pln;l] = a-pln — L1 + (1 = ) - |d[n; 1] . (4.49)
A seguir, estima-se K:
K[n] = #{pln; 1); pln; 1] > B+ pln]}. (4.50)

O parametro 3 > 1 foi inserido para evitar a selegao de ramos [ satisfazendo p[n; | ~ p[n]

mas com p[n;l] > p[n], o que é comum ocorrer devido aos erros de estimagao.

O algoritmo constituido pelas equagoes (4.48)), (4.49) e (4.50) ¢ resumido na tabela[d.7]

Na atualizagao dos coeficientes c[n; (] dos filtros temporais dada na equagao (4.39)), a

poténcia média p é substituida pela sua estimativa p[n| dada na equagao (4.48)).
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5 Simulacoes

O sistema OFDM simulado aqui emprega uma largura de banda total de 800 kHz, com
cada simbolo OFDM sendo constituido de N, = 128 sub-portadoras, e um CP de compri-
mento N, = 15. Os simbolos piloto sao alocados em N, = 16 sub-portadoras igualmente
espacadas, com cada um sendo escolhido de uma constelagao 4-PSK com igual probabili-
dade. Os simbolos de dados sao selecionados de uma constelagao 16-QAM. As amostras
do canal foram realizadas de acordo com modelo TDL-Jakes, detalhado na subsecao[2.1.2]
O filtro formatador de pulso foi escolhido idealmente como a funcao sinc, em vez de um
cosseno-levantado, por simplicidade de simulagao. Foi assumida uma poténcia de canal
recebida o7 = 1. O ntmero de percursos adotado foi K = 4. Em cada “rodada” da simu-
lacao, os atrasos 75, foram independentemente e uniformemente selecionados no intervalo
[0,TN., —T,|, onde o tempo de guarda T, = 47T foi empiricamente escolhido de modo que
o comprimento do canal satisfaca L < N, + 1. Os parametros de simulacao sao dados
resumidamente na tabela [5.1 Em todos os algoritmos considerados, foi usado o fator

a = 0,99.

Primeiro, para efeito de comparacao, consideraremos que a matriz U e o nimero de
percursos K do canal sao perfeitamente conhecidos. Quantos aos filtros que exploram as
correlacoes temporais do canal, neste caso, temos cinco possibilidades. U-P: A estimativa
LS é simplesmente projetada sobre o sub-espago do sinal. U-Wiener: Os coeficientes
da secao temporal sao selecionados conforme a equagao , em que supomos serem
conhecidos as correlagoes do canal e os parametros k e p, além das poténcias d;. U-ERPCa:
Os parametros x e p também sao perfeitamente conhecidos e os coeficientes sao dados como
na equagao (3.1Y), sendo agora as correlacoes selecionadas a partir da equagao (3.43).
U-ERPCb: Como no caso anterior, mas com as correlagoes dadas na equacao .
U-FA: A estimativa ¢ dada pelo algoritmo adaptativo apresentado na tabela [4.6]

A figura [5.1(a)} para SNR = ¢207/02 = 10dB, mostra as curvas de aprendizado
desses algoritmos, estimadas a partir da média conjunta de 200 realizacoes. Nessa figura
foram escolhidos os parametros f; = 500Hz e M; = 1, que correspondem ao desvio
vas = 0,0894. A ﬁgura mostra o MSE dos algoritmos para diferentes valores de o2
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Taxa de amostragem 800 kHz
Ntmero de sub-portadoras N. =128
Comprimento do CP Nep =15
Namero de sub-portadoras piloto N, =16
Constelacao dos simbolos piloto 4-PSK
Constelacao dos simbolos de dados 16-QAM
Modelo de canal TDL-Jakes
Poténcia do canal o =1
Poténcia dos simbolos o2 =1
Namero de percursos K=K, =4

Tabela 5.1: Parametros de simulagao.

Na figura [5.3(a)| foram adotados os parametros f; = 200Hz e M; = 3, que correspondem
a vg3 = 0,1073. Para calcular o MSE dado na figura |5.3(a), em cada valor de SNR, o
MSE ¢ estimado como a média conjunta de 100 realizacoes; depois, obtém-se o MSE como

a média conjunta dos MSEs das iteragoes de 500 a 1050.

Agora, serao considerados a matriz de Fourier F como matriz de subespaco, U esti-
mado pelo LORAFS3, e U estimado pelo OPAST. No caso em que se considera a matriz
F, assume-se que o comprimento L do canal é perfeitamente conhecido. Nos demais
casos, o numero de percursos K do canal também é conhecido. Analisaremos quatro

possibilidades de filtros que exploram as correlagoes temporais do canal. F-P, LORAF-P,

OPAST-P: A estimativa LS é simplesmente projetada sobre a estimativa do sub-espago
do sinal. F-ERa, LORAF3-ERa, OPAST-ERa: Os coeficientes da se¢ao temporal sao

selecionados conforme a equagao (3.48]), que nao requer o conhecimento dos parametros s

e p, sendo as correlagoes selecionadas a partir da equacao (3.47). F-ERb, LORAF3-ERb,

OPAST-ERb: Como no caso anterior, mas com as correlagoes dadas na equacao (3.45).
F-FA, LORAF3-FA, OPAST-FA: A estimativa é dada pelo algoritmo adaptativo mos-
trado na tabela [4.6]

As figuras e , para SNR = 10dB, mostram as curvas de aprendizado desses
algoritmos, estimadas a partir da média conjunta de 200 realizacoes. Nessas figuras foram
escolhidos os parametros f; = 500 Hz e M; = 1, que correspondem ao desvio v 3 = 0, 1073.
As figuras e mostram o MSE dos algoritmos para diferentes valores de SNR.
Nessas figuras foram adotados os parametros f; = 200 Hz e M; = 3, que correspondem a

vas = 0,1073. Para calcular o MSE dado nessas figuras, em cada valor de SNR, o MSE
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¢ estimado como a média conjunta de 100 realizagoes; depois, obtém-se o MSE como a

média conjunta dos MSEs das iteragoes de 500 a 1050.

Por fim, a figura[5.5 mostra as curvas de aprendizado das estruturas adaptativas U-P,
LORAF3-P, OPAST-P, U-FA, LORAF3-FA, OPAST-FA, para SNR = 10dB, f; = 500 Hz

e M, =1, que correspondem a vg3 = 0, 1073.

5.1 Comentarios

Na figura [5.1(a), observa-se que as duas versoes do estimador robusto e o filtro de
Wiener, todos tém desempenho similar. Isso se deve ao fato de v,43 ser pequeno e de o
filtro robusto ser capaz de eliminar o ruido fora das componentes de freqiiéncia [vy 3, —v43]-

Para valores maiores de v, 3, tal comportamento nao mais ocorreria.

Das curvas obtidas, observa-se um melhor desempenho das estruturas cuja secao tem-
poral é implementada pelo filtro robusto. A principal desvantagem da aplicacao do filtro
robusto esté na necessidade de se conhecer a freqiiéncia Doppler méxima. No filtro adap-
tativo, nao é preciso nenhum conhecimento prévio. Por outro lado, com uma variagao nas
correlagoes do canal no tempo, o algoritmo adaptativo requer um tempo de convergéncia,
enquanto o desempenho do estimador robusto permanece o mesmo, supondo que f; nao
mudou. O algoritmo adaptativo demanda maior carga computacional se comparado ao

filtro robusto, embora ambos tenham complexidade computacional da mesma ordem.

Como pode ser visto na figura , embora a diferenga entre o MSE das estruturas
U-P, LORAF3-P, OPAST-P seja pequena, ha maior perda de desempenho das estruturas
LORAF3-FA e OPAST-FA se comparadas a U-FA. Essa perda se deve a variagbes na

adaptacao do subespago do sinal.
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Figura 5.1: Curvas de aprendizado para @ U perfeitamente conhecido
e @ F como subespago. Foram adotados SNR = 10dB, f; = 500Hz e

Mtzl.
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Figura 5.2: Curvas de aprendizado para U estimado pelos
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fa=500Hz e M, = 1.
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6 Conclusoes e Perspectivas

A partir da descri¢ao e anélise dadas aos canais com desvanecimento, chegou-se a uma
melhor compreensao do sistema OFDM na presenca da seletividade temporal do canal. O
primeiro resultado é que as sub-portadoras sao na verdade a DFT da média conjunta de
N, amostras do canal no dominio do tempo. Tal fato implica que as correlacées do canal
na freqiiéncia devem incluir algumas modificagbes. Sem essa consideracao, os algoritmos
baseados no critério MMSE, que necessitam das correlagoes do canal, podem levar a
analises ou resultados inconsistentes. Como a média conjunta do canal tem poténcia
menor, decorre que ha uma perda de poténcia das sub-portadoras. A poténcia restante
aparecendo como poténcia da ICI. Com a suposicao de que o canal obedece o modelo
TDL e os sub-simbolos tém todos a mesma poténcia, foi mostrado que a poténcia do
canal se divide entre a poténcia da sub-portadora e a poténcia da ICI, obedecendo a

mesma proporcao para cada sub-portadora.

Considerando a presenca da ICI, foi derivado um estimador MMSE que explora as
correlagdes do canal no tempo e na freqiiéncia, a partir da disposi¢cao em grid das sub-
portadoras piloto. Da suposi¢ao de que a correlacao do canal pode ser separada como o
produto entre a correlacao no tempo e a correlacao na freqiiéncia, resulta que o estima-
dor MMSE tem a estrutura de filtragem dada na figura [3.5] No procedimento aplicado
ao estimador IIR fica explicito a separacao entre as estimativas somente sobre as sub-
portadoras piloto e o processo de interpolagao, seja no tempo como na freqiiéncia. Esse
fato nao ocorre no estimador FIR. Também foi derivado um algoritmo robusto a partir
das correlagoes que resultam em pior MSE, dadas certas restricoes. Foram consideradas
as seguintes restri¢oes: 1) a densidade espectral de poténcia tem suporte limitado pela
freqiiéncia Doppler maxima, 2) a poténcia do canal é unitaria, 3) a poténcia da ICI é

conhecida.

Quanto a estimacao do subespago de atrasos, foram considerados os algoritmos LORAF
e OPAST. E proposto um algoritmo capaz de estimar a variancia da ICI mais ruido, e a
dimensao do subespaco de atrasos. No LORAF as colunas da matriz de subespaco apro-

ximam os auto-vetores principais. E no OPAST a matriz de subespago aproxima apenas
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o subespaco principal. Tal fato impossibilitou que no OPAST se estimasse a dimensao do
subespaco de atrasos. Porém, os dois algoritmos permitem que a variancia da ICI mais
ruido possa ainda ser estimada pelo método proposto. Da solucao MMSE que resulta
nos coeficientes dos filtros que exploram as correlagoes temporais do canal, foi proposto
um algoritmo recursivo baseado na identidade de Woodbury e na variancia da ICI mais
ruido estimada. Por causa da variacao no subespago de atrasos estimado pelos algoritmos
ST, esse algoritmo apresentou problemas de instabilidade, com divergéncia explosiva. Tal
problema foi contornado pela aplicacao de decomposicao QR ao algoritmo adaptativo.
Outra vantagem da aplicagao de decomposi¢ao QR é que o algoritmo resultante é nume-
ricamente estavel. O algoritmo baseado em decomposicao QR suporta uma versao rapida

da ordem do comprimento do filtro empregado.

Este trabalho tem ainda diversos desdobramentos. E necesséario encontrar uma forma
fechada para o estimador robusto que inclui todas as restri¢oes consideradas. O proce-
dimento usado na derivagao do estimador robusto requer uma abordagem mais geral. O
MSE da saida do estimador robusto nao depende das correlagoes do canal. Isso se deve
as correlagoes de pior MSE, dado certo conjunto de restricoes. A mesma idéia pode ser
analisada no caso de um estimador MMSE qualquer. Fica também em aberto a questao
de como estimar o parametro k e, assim, somente a variancia do ruido. Como foi visto nas
simulagoes, embora os algoritmos ST tenham a mesma performance, foi observada certa
degradagao quando utilizados em conjunto com os filtros que exploram as correlacoes
temporais. Outros algoritmos ST podem ser empregados. A relacao entre os algoritmos
ST e os filtros temporais requer um estudo mais aprofundado, que pode resultar num

algoritmo de adaptacao conjunta.
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APENDICE A - Multiplicadores de Lagrange

Neste apéndice serao expostas as técnicas que permitiram encontrar a equagao ,
relativa ao problema da maximizagao da integral dada na equagao ([3.28)), sujeita as res-
tricoes das equacoes e . Uma exposi¢ao mais completa do problema de ma-
ximiza¢ao ou minimizagao com restricao usando multiplicadores de Lagrange pode ser

encontrada nas referéncias [39, [40].

No caso das fungoes reais sobre a reta real, seus pontos extremos podem ser encon-
trados primeiro calculando sua derivada e depois encontrando os zeros desta derivada.
Tal procedimento pode ser aplicado a integral da equagao , que consideramos como
uma fungao que leva y(v) nos reais. Temos entao que definir o que seria a derivada dessa

fungao num “ponto” y(v).

Sejam (X, ||||x) e (Y, ||-|ly) espagos de Banach, i.e., espagos vetoriais normados e

completos, de modo que definimos
B(X,Y)={T: X — Y : T é linear e continua}.
A seguir apresentamos as defini¢oes e teoremas abordados.

Definicao 1. Seja f : U — Y em que U € X é aberto, e X e Y sao espacos de Banach.
A fungao f é Fréchet-diferencidvel em x € U se existe A € B(X,Y) tal que

If(z+h) = f(z) = Ablly
17l x

para todo h — 0. Caso A exista, ele é dito ser a deriwada de Fréchet de f em x, e é

denotado por

A= Df(x).

Teorema 1. Se f € C'([a,b] x R® x R") e

Fly) = / F(y(@), o (2))d.
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entao F : C'([a,b]) — R é diferenciavel de derivada continua e

b
DF(y)(h) :/ [Daf (z, y(x),y'(x))h(x) + Dsf(x, y(x),y'(x)) b (z)]dz
para todo h € C([a, b]).

Teorema 2 (Multiplicadores de Lagrange). Seja X um espago de Banach, U C X aberto,
ef,gi:U—R,i=1,... m,diferenciaveis de derivada continua. Se x € M é um extremo

local para f|y, em que
M ={z €U : g(z) =0 para todo i},
entao existe A = (g, ..., \,) € R™! diferente de zero tal que

XDf(x)+MDgi(x) + -+ A\nDgm(z) = 0.

Dadas as ferramentas necessérias, agora podemos explorar o problema considerado.

Como
pdm(v)yv) p
P+ dmy(v)y(v) P+ dimy (v)y(v)
podemos reescrever o problema de maximizagao agora como um de minimizacao:
Vd,1 1
minimize: F(y) = / dv;
W= 7T dm )
Vd.1
restrito a:  ¢1(y) = / me(v)y(v)dv — k = 0,

Vd,1

92(y) = /m y(v)dv —1 =0,

Vd,1

Seja
/

P
p’ + dlmt(V1>V2

f(VlaVQ) -

para vy € [—Vg1,Va1) € 2 € R. Conforme o teorema |1, temos que a derivada de Fréchet
de

Py = [ fwyw)dv
é dada por ,
DE@)(h) = [ Daf(v,y()h(v)dv.
Visto que

dymy (1)
[,0/ -+ dlmt(Vl)l/Q]z ’

Dy f(v1,13) = —
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temos, portanto,

B Vd,1 —dlmt(V)h<V)
DE@)(h) = /_ud,l [+ dime(v)y (v) 2

Como a derivada de Fréchet de f(z) = Az, em que A € B(X,Y), é Df(x) = A, obtemos

que
V4,1 Vg1
Du)®) = [ mhwidr Du)) = [ hw)s
—Vd,1 —Vd,1
Portanto, conforme o teorema [2, um extremo local de F(y) deve satisfazer

Vg1 —dlmt(l/)h(u) /Vd,l /Vd,l
dv + A my(v)h(v)dy + A h(v)dv,
/%Jﬂ+Wm@w@W Y BRCCUCIES Yy 0

ou, equivalentemente,

_ dlmt(V) e _
[0+ dymy(v)y(v))? + Ay (v) + Ay = 0,

que é igual a equagao (|3.31])).
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APENDICE B - Métodos Numéricos

Este apéndice trata das rotagoes de Givens e do algoritmo de back-substitution. Uma

abordagem mais completa é encontrada em [41].

B.1 Rotacoes de Givens

Uma rotacao de Givens consiste de uma matriz unitéaria, cuja aplicagao afeta apenas

duas linhas da matriz em que é aplicada. A rotacao de Givens n x n tem a forma

1 -« 0 -~ 0 --- 0

0 c* s* 0
G = ,

0 -5 c 0

0O --- 0 -+ 0 --- 1

em que |c|* + |s]* = 1. Os termos c* e ¢, respectivamente, ocupam a i-¢sima e k-ésima
posicao na diagonal de G. Seja A uma matriz n x m de elementos z;; na posicao ¢j. Se
escolhermos

_ Tij

Vil + |og)?

_ Lkj
Vi ? + [z *

teremos que G - A tem 0 em sua entrada kj.

Como a aplicacao de G afeta apenas duas linhas da matriz A, uma seqiiéncia de
rotagoes de Givens pode ser aplicada no calculo da decomposi¢ao QR. Abaixo temos uma

ilustracao de como uma seqiiéncia de rotagoes de Givens pode ser aplicada no calculo da
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matriz diagonal R para A € C**3:

X X X X X X X X X
X X x| ey [x x x| @) [ x x x| a2

x x x| x x x| 7 7 lo x x|~
X X X 0 x X 0 x X

X X X X X X X X X
OXX@)(]ﬁX@)OﬁX@)R
0 x X 0 x X 0 0 x

0 x X 0 0 x 0 0 x

Primeiramente, os tultimos n — 1 elementos da primeira coluna sao anulados usando as
linhas consecutivas i—1 e 7. A seguir, outra seqiiéncia é aplicada, anulando os n—2 tltimos
elementos da segunda coluna. O mesmo procedimento é usado nas colunas restantes. Em

resumo, temos:

paraj=1,...,n
parai=m,...,j+1
¢ = zisy g/ |wioa 1 + |i)?
s = Tij /\/ |12 + [ais]?
* *
Ai—l:i7j:n =

s
fim

Ai—l:i,j:n

—S C

fim

A decomposicao QR por rotacoes de Givens possui uma versao rapida, que evita o

célculo da raiz quadrada [41].

B.2 Back-substitution

O método back-substitution permite resolver o sistema de equagoes Ux = b, em que
U € C™" ¢ triangular superior. Sejam u;j, z; e b; os elementos de U, x e b, respecti-
vamente. O elemento z,, é simplesmente calculado como z,, = b, /uy,,. Considerando a
peniltima linha do sistema de equagoes, temos u,—1 p—1Tp—1 + Up—1nTn = by—1. Por z, ja
ter sido calculado, podemos encontrar x,,—; = (by—1 — Up—1.,%n)/Un—1,—1. Continuando

com este processo, o i-ésimo elemento de x é entao calculado como

T = (bi — i uijxj) /uu

j=i+1
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Temos entao o seguinte algoritmo:

bn - xn/unn
parat=n—1,...,1
b, = (bi - Ui,i—i—i:nbi-‘rl:n)/uii

fim

Uma analise dos erros de precisao finita é encontrada em [41].
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