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“Tudo que existe no universo € fruto do acaso.”

Demdcrito (pensador grego, 460 a.C.-370 a.C.)
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Conteudo do curso

@ Caracterizacdo de Processos Estocasticos
® Processos Estaciondrios e Ergddicos
® Cadeias de Markov

® Analise Espectral de Processos Estocdsticos
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Caracterizacao de Processos Aleatdrios



O que sao sinais e sistemas?

e Sinal: um ente matematico que usamos para representar
algum tipo de informacdo que queremos tornar disponivel, ou
seja, é uma representacdo matematica de algum processo
fisico;

e Sistema: modelo matematico para um determinado ambiente

ou conjunto de operagdes que s3o aplicadas a informacdo.

Desta forma, sinais e sistemas s3o representacdes de informacdes
com as quais necessitamos trabalhar.
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Classificacao de sinais

Podemos dividir as classes de sinais de acordo com vdrias de suas

caracteristicas.

Em relacdo a natureza do tipo de informac3o a classificacdo usual

7

=5

e Sinais deterministicos;

e Sinais aleatdrios.
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Sinais deterministicos

No caso deterministico, um sinal é completamente definido a partir
de uma funcao geradora e da entrada da mesma.

Com isso, pode-se concluir que sinais deterministicos sdo

previsiveis.

Se tomarmos em relacdo a representacdo temporal podemos ter:

B Continuos: definido para todos os instantes temporais - y(t);

B Discretos: definido para alguns instantes de tempo - y(n).
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Sinais deterministicos - cont.

Sinal deterministico continuo

0.2 0.4 o6 o5 1 12

Figura 1: Sinal deterministico continuo y(t) = cos(2xt).

Teste: Qual o valor de y(t) para t = 1.257
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Sinais deterministicos - cont.

Sinal deterministico discreto

%P o 91]]7

‘l||‘

Figura 2: Sinal deterministico discreto y(n) = cos(2mn) - (n)?.
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Determinismo é suficiente?

Nosso interesse? Trabalhar com sinais aleatdrios, os quais ndo
possuem uma natureza tdo simplificada

Porque? Modelos matematicos que usualmente trabalhamos
nao sdo capazes “traduzir” o comportamento dos
sistemas e sinais reais que encontramos na pratica.

Como? Uso de modelos probabilisticos para incluir nos
modelos algumas componentes que sejam um reflexo
(espera-se que bastante fiel!) do que ocorre no
mundo real.

Mas como modelar a aleatoriedade?
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Sinais aleatodrios - tipos de incerteza

Sinais e sistemas aleatdérios tratam de incertezas. Entretanto, a
incerteza pode ser classificada de duas maneiras:

@ Probabilistica: “incertezas objetivas” podem ser mensuradas;

® Logica nebulosa (fuzzy): “incertezas subjetivas” mais
dificeis de quantizar.

No nosso curso trataremos apenas com as incertezas mensuraveis,
ou probabilisticas.

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 10 / 224



Sinais aleatdrios - exemplo

Experimento: medir a tensdo elétrica de corrente alternada na
rede elétrica doméstica.

¢ Qual o valor que vocé espera ter?

e Instrumentos de medicdo apresentam variacdo nas
caracteristicas

e Confiabilidade da medida diretamente relacionada ao aparelho

e Processo de transmissdo de energia: “flutuacdo” do valor da
tensao

& Provavel: ndo ser precisamente uma sendide com 220 V.
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Sinais aleatérios - exemplo (cont.)

Uma representacio possivel do sinal de energia transmitido pela

rede seria
Pergunta: Que sinal é esse?
D
Nasgy
g'50
150 Resposta: Uma sendide +
“incerteza” . Incerteza gerada a

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2

partir de diversas fontes!

Figura 3: Representacdo da energia
na rede elétrica.
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Sinais aleatdrios - continuos e discretos

y(t)

y(t)

1000

y(n)

y(t)

Amostra

Amostra
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Exemplos de sinais aleatoérios

e Sinal de voz/fala;

e Sinal de eletrocardiograma (ECG);

e Sinal de eletroencefalograma (EEG);

e Sinal de comunicacdo digital;

e Miusica produzida por uma fita cassete ou outro dispositivo de
reproducado;

e Velocidade de rotacdo de um motor de indugdo;

e Onda de tensdo produzido por um gerador elétrico;

e Onda de tensdo nos TAPs do secundério de um transformador;

e Sinal gerado por um instrumento musical (e.g. flauta, violino).
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Caracterizacao das incertezas

e Probabilidade
e Varidveis aleatdrias
e Distribuicdes de probabilidade
e Distribuicdo cumulativa
[ ]
[ Estatistica para Engenharia ]
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Processos estocasticos

Um processo estocastico é uma colecdo de varidveis

aleatérias que s3o indexadas pelo tempo. Neste caso pode-
mos ter a representacdo em tempo continuo ou discreto.
Neste caso precisamos de uma expressdo que contenha a in-

certeza do processo, por exemplo,

X(t) = A-cos(2nfot), A~ N(u,c?) (1)

Por vezes, podemos nomear de forma mais genérica como

processos aleatorios.
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Processos estocasticos discretos

Sinal discreto

x(n): seqiiencia de nimeros indexada por um argumento n € Z.
Constitui um sinal aleatério na medida em que, para um dado
n = ng pré-estabelecido, existe alguma incerteza sobre o valor

x(ng), ou seja, x(ng) é uma varidvel aleatdria.

@ | > 7,: nimero associado a um
A determinado evento
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Processo estocastico - representacao

Processo estocastico

Conjunto das possiveis realizacdes de um dado sinal aleatério

T z(t,)
S ) 0, s "
[}

Figura 4: Representacdo de um processo estocastico.
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Processo estocastico - notacao

e Uma realizacao de um processo aleatério é apenas uma das

curvas da Figura 4.

e O conjunto de vdrias realizagBes é geralmente denominado de
ensemble (conjunto) do processo estocdstico.

e Tipicamente, assumimos que s3o possiveis infinitas realizacdes

de um processo estocastico.
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Processo estocastico - aleatoriedade

Uma decorréncia do processo de construcdo de um processo
estocastico é que, em um dado instante de tempo, se torna uma

variavel aleatoria.

/ Desta forma, podemos usar os conceitos de probabilidade para
caracterizar a incerteza do processo, para cada instante.
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Caracterizacao de processos aleatdrios

Como caracterizar x(ng)?

@ fungdo de densidade de probabilidade (pdf): px,(xo)

@ fungdo de distribuigdo (cumulativa) de probabilidade
(Cdf): FXO(QT())
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Classificacao de processos aleatorios

Em geral, podemos escrever a descricao de um modelo de entrada
e saida de um modelo estocdstico como

. combinac3o linear
valor atual combinac3o linear
, dos valores
da saida + | dos valores passados (2)
, presente e passados
do modelo da saida do modelo

da entrada do modelo

Os processos que obedecem o comportamento acima s3o ditos
processos lineares.
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Classificacao de processos aleatorios

A estrutura do filtro linear que processard os dados, é determinada
pela maneira que as duas combina¢des lineares indicadas na

Eq. (2) sdo formuladas. Podemos entdo identificar trés tipos usuais
de modelos estocdsticos lineares:

©® Modelo auto-regressivo (AR) - no qual ndo s3o utilizadas
valores passados da entrada.

® Modelo moving average (MA) - no qual ndo sio usados
valores passados da saida. Também chamado de modelo de
média mdvel.

® Modelo ARMA - juncdo dos modelos AR e MA.
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Modelo auto-regressivo (AR)

Dizemos que uma série temporal z(n),z(n —1),...,z(n — M)
representa uma realizacdo de um processo AR de ordem M se ela
satisfaz a equacdo diferenca seguinte:

z(n) +ax(n—1)+ -+ ayz(n — M) =v(n) (3)

em que ay,...,ap sdo chamados pardmetros AR e v(n) é um
processo de ruido branco.
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Modelo auto-regressivo (AR) - cont.

E mais simples enxergar o motivo de tal processo se chamar AR se

escrevermos a Eq. (3) da seguinte forma:
z(n) =bixz(n —1) + box(n —2) + -+ + byrx(n — M) + v(n) (4)

em que by = —ay. Desta maneira vé-se facilmente que o instante
atual do processo, ou seja z(n) é igual a uma combinag¢do dos

valores passados do processo mais um termo de erro v(n).
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Modelo auto-regressivo (AR) - cont.

 Amostra de processo AR '
z(n) i z(n—1) ‘B z(n —2) L . x(n— M)

Z_|

[Amostra de ruido branco /

Figura 5: Analisador de processo AR
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Modelo auto-regressivo (AR) - cont.

- Amostra de processo AR
Amostra de ruido branco

kv(n)+ E' E]—x(”)j

z(n — M)

Figura 6: Gerador de processo AR
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Modelo média mével (MA)

Em um modelo de média mével (MA, moving average), o sistema
€ um filtro apenas com zeros e com ruido branco como entrada. O
processo resultante x(n) produzido é entdo dado pela seguinte
equacao diferenca

z(n) =v(n)+bv(n —1)+bv(n —2)+... + bgv(n — K) (5)

em que by,...,bx sdo constantes chamadas de pardmetros MA e
2

v(n) é um processo de ruido branco de média zero e varidncia o;.
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Modelo média mével (MA) - cont.

A Equacgdo (5), representa uma vers3o escalar de um produto
interno. Com isso, podemos representa-la como:

K

z(n) = Z biv(n — i) = vb? (6)

=0

emquev=_[v(n)vin—-1) ... v(n—K) e
b=[1b by ... bg]

A ordem do processo MA ¢ dada por K. O termo média mével
surge pois constrdi-se uma estimativa do processo x a partir de
uma média ponderada das amostras do processo v.
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Modelo média mével (MA) - cont.

| Amostra de ruido branco '

v(n) v(n —1)

[Amostra de processo MA)/

Figura 7: Modelo gerador de um processo de média mével.
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Modelo auto-regressivo-média mével (ARMA)

Para gerar um modelo auto-regressivo-média movel, utilizando
um processo de ruido branco como entrada, temos a seguinte
equacao diferenca

z(n)+az(n—1)+...+apyz(n — M) =v(n) + bv(n —1)

+bov(n —2) 4+ ...+ bgv(n — K)
(7)

em que ai,...,ay € by,...,bx sdo os parametros ARMA.

A ordem do modelo ARMA é dada por (M, K).
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Modelo auto-regressivo-média mével (ARMA) - cont.

N6

K . I bo )& ‘/

o(n) D z(n)
271

Figura 8: Modelo gerador de um processo ARMA de ordem (M, K),
supondo M > K.
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Estatisticas de primeira ordem

v’ Mencionado anteriormente: em cada instante de tempo,

temos uma variavel aleatoria;
v/ Consideracao: no instante ¢, estamos observando a v.a. X,,;

w Expressoes de representacao da incerteza

FXn (‘Tn;tn) = Pr {Xn < Tp; tn} (8)

OFx, (xn;tn
px (st = ZelEnitn) (©
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Estatisticas de processos estocasticos - cont.

As expressdes em (14) e (11) sdo chamadas, respectivamente,

e cdf de primeira ordem, ou cdf unidimensional, de X (t)

e pdf de primeira ordem, ou pdf unidimensional de X ()

Ambas caracterizam o comportamento da v.a. em cada instante de
tempo.
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Descricao de processo estocastico em um ponto

z,(t) (%) \

T, (t) 0 T, (4 )\:
AW IWAN AN MM AN

z. (1) o)
AN NAAA AN AR AN AR,
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Estatisticas de segunda ordem

Podemos ainda observar um processo em dois pontos distintos no
tempo. Teremos assim duas v.a.’s para observar e neste caso
precisamos de métricas para tal caracterizacdo.

Temos entao:

Fx, x,(xg, Ts; tr, ts) = Pr{Xy < xp, X5 < x5ty ts} (10)

OFx, x, (%, Ts; g, t
pXsz($k7$s;tkats) - . 8($k8$5 S) (1]‘)
S
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Descricao de processo estocastico em dois pontos
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Representacao de processo em dois pontos

Px, x, ($1’$2)

-1 - TK PX_q,-

intervalo de realizacdo
do processo
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Generalizando...

Fxyoxn (21,

S T8 oo o g i) = PRI L @00 000 g Xp L @il oo o g il

(12)

Pxy..xn (X1, ...

_ 8FX1...XH($1 000

TS o oo g lip)

0 @Ba i o oo g lip)

8$1...

e
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Distribuicoes e densidades marginais

Fx, (zr; tk) = Fx, x, (Tk, 00; g, ts) (14)
o

X, (s te) = /pXsz(wk,JUs;tk,ts) dz, (15)
—00
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Notacao compacta - vetorial

Para simplificar/encurtar a notacdo podemos usar vetores.

Pode-se tomar o vetor
X=|2z1 T9 ... Ty |, (16)

em que cada x; € R é uma v.a.

Neste caso, poderiamos ter as seguintes correspondéncias:
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Notacdao compacta - vetorial (cont.)

Pode-se ainda definir um outro vetor

X0 = | o1 %02 --- Ton |- (18)

cujas entradas x(; sao valores fixos.

Com isso, podemos ter uma representacdo mais compacta para a
cdf e pdf quando representando processos estocastico em multiplos
pontos.
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Notacdo compacta - vetorial (cont.)

Fx(x;t) = Pr{x < xo;t} (19)
e
OF (x;t
Px(x;t) = % (20)
em que t = [ ty to ... t, } cujas entradas podem ser

referentes a amostras de tempo continuo ou discreto.
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Notacdo compacta - vetorial (cont.)

A notacdo vetorial é bastante (til quando queremos usar muitas

variaveis.

Também é interessante pois permite a mesma notacdo para o vetor
de varidveis em relacdo ao tempo continuo ou discreto.

f Préximos passos
| Na sequéncia iremos discutir algumas medidas estatisticas im-
portantes para varidveis aleatdrias e processos estocasticos.
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Processos Estacionarios e Ergddicos



Valor médio

Uma medida estatistica importante também para processos
estocdsticos é a nocdo de valor médio.

O valor médio, ou esperanca, é definida para uma variavel
aleatoria. Assim, para um processo estocastico, a média seria
definida para cada instante de tempo, continuo ou discreto.

Ou seja, teriamos a média, para um dado instante ¢;, considerando
xTr; = X(tz)
o0

px(ti) =E{X(t)} = / zipx (zi;t;)dz; (21)

—00
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Valor médio

Assim, podemos definir para um instante genérico de tempo a
seguinte expressdo para o valor médio de um processo X (t)

o0

ux(t) = E{X (1)} = / 2(t)px (@: ) de (22)

— 00

Pode-se definir o valor médio para processos discretos, substituindo

a integral pelo somatério.
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Valor médio - cont.

Observacées sobre a média de um sinal aleatério
e A média de um sinal estocastico é funcao de ;.
e A média pode ter valor diferente para diferentes valores de ;.

e Para resolver a integral na Eq. (22) devemos conhecer todos
os infinitos possiveis valores que x; pode assumir em t;.

e Assim, para saber o valor médio da amplitude do sinal no
instante t; necessitamos de infinitas realiza¢des do sinal
estocdstico X (t).
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Valor médio - exemplo

E{X(t)} =7
Seja X (t) = cos(wot + 0) em que wy é uma constante e # uma
v.a. de acordo com

1

==, para —w <O <7
po (0) = { 2 i

0, caso contrario

Calcular E{X(t)}.
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Outras caracteristicas?

f Embora o valor médio forneca uma importante caracteristica
dos processos estocdsticos ele ndo é a (Gnica maneira de ter acesso
a informacdes.

& Uma vez que um processo estocastico tem uma evolugcao
temporal uma importante medida é avaliar a relacdo entre as
amostras do processo em dois instantes de tempo distintos.

Esta medida é o que chamamos de funcao de
autocorrelacao e serd o objeto de estudo na sequéncia.
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Funcao de autocorrelacao

A Funcgao de Autocorrelacao (FAC) de X (t) para dois in-
stantes de tempo t1,t2 € R e to > t1, € definida como:

Rx(t1,t2) = E{X (t1)X (t2)}

oo o0

= / /xwszl&(iﬂl,xz)dﬁdu

— 00 — 00

(23)

em que z1 = X(t1), x2 = X(t2) e px,x,(z1,22) é a pdf
conjunta de z; = X(t1) e xo = X(t2).
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Funcao de autocorrelacao - cont.

ﬁ Pergunta

| Mas o que mede a funcdo autocorrelacio?

O A FAC avalia o quanto a amplitude do sinal em um instante de
tempo t; estd a amplitude do sinal
em outro instante de tempo t,.

A A FAC fornece valores na faixa (—oo, +00).
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Funcao de autocorrelacao - cont.

Importante 1

e Valores indicam que quando a amplitude no instante
t1 tende a crescer, a amplitude no instante ¢, tende a crescer
também.

e Valores indicam que quando a amplitude no
instante ¢ tende a crescer, a amplitude no instante ¢y tende a
decrescer.

e Valores indicam que tanto faz se a

amplitude no instante ¢; tende a crescer (ou descrescer), pois
ndo se verifica nenhuma tendéncia de crescimento (ou
decrescimento) da amplitude no instante t5.
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Funcao de autocorrelacao - cont.

Importante 2

e Valores elevados da FAC para dois instantes quaisquer ¢1 e ¢
indicam a presenca de componentes de no
sinal.

Quando o sinal é predominantemente de baixa freqiiéncia as
amplitudes consecutivas X (¢1) e X (t2) possuem valores muito
parecidos.

e Valores baixos da FAC para dois instantes quaisquer ¢y e to
indicam a presenca de componentes de no
sinal.

Quando o sinal é predominantemente de alta freqiiéncia as
amplitudes consecutivas X (¢1) e X (t2) possuem valores bem
diferentes.
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Funcao de autocorrelacao - cont.

05

Amplitude do sinal

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tempo

Figura 9: Sinal aleatério com contetido harménico considerado de baixa
frequéncia.
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Funcao de autocorrelacao - cont.

Amplitude do sinal

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Tempo

Figura 10: Sinal aleatério com contelido harménico de alta frequéncia
(em relagdo ao anterior).
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Funcao de autocorrelacao - cont.

v/ A amplitude do sinal mostrado na segunda figura varia
bastante entre instantes consecutivos t1 e to9, to > t1,
enquanto a amplitude do sinal da primeira figura varia menos.

v/ Quanto mais distintos forem os valores consecutivos das
amplitudes X (¢1) e X (t2), menor serd a correlagdo entre eles.

¢ Quanto mais parecidos forem os valores consecutivos das
amplitudes X (¢1) e X (t2), maior serd a correlagdo entre eles.
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Funcao de autocorrelacao - cont.

Comentario Importante

A interpretacdo da FAC em termos do contetido harmdnico de
um sinal serd muito Gtil mais adiante quando formos definir o
conceito de funcio densidade espectral de poténcia.
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Funcao de autocorrelacao - cont.

Matriz de autocorrelacio (MAC)

Podemos unificar uma notagdo para avaliar todos os pares de
varidveis na autocorrelagdo dada na Eq. (23). Desta forma,
definimos a matriz de autocorrelacio (MAC) como

Ry=F {XXT}
E{|z:1’} E{zizs} --- E{zizn}
= E{za71} E{|$2|2} o E{wown} (24)
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Funcao de autocorrelacao - cont.

Propriedades de Ry

® E uma matriz simétrica: Ry = RL
(2]

E uma matriz semi-definida positiva
a’lRya >0 (25)

para qualquer vetor N-dimensional a # 0. Na prética,
geralmente Ry é definida positiva para qualquer vetor
N-dimensional a # 0

® Todos os autovalores de Ry sdo reais e njo-negativos
(positivos se Ry for definida positiva). Além disso, os
autovetores de Ry sdo reais e podem sempre ser escolhidos
tal que sejam mutuamente ortogonais.

® E uma matriz Toeplitz.
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Funcao de autocorrelacao - cont.

e Note que a definicdo da FAC dada na Eq. (23) assume,
implicitamente, que as médias px (t;) do sinal em t; e t9 sdo

nulas.

e Esta suposicdo nem sempre é valida! O que nos levara a
definicdo de Funcao de autocovariancia.

e Relembrando a expressdo da covariancia para v.a.'s

CX,Y)=E{(X — px)(Y — py)}

- 7 7I'y'PXY(Iay) PG

—00 —O0
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Funcao de autocovariancia

Definicao

Seja px,x,(x1,72) a PDF conjunta do sinal X (¢) nos in-

stantes t; e t3. Entdo a Funcao de Autocovariancia
(FACV) de X (t) nestes dois instantes de tempo é definida

como:

Cx(t1,t2) = E{[X(t1) — px (t1)] [X (t2) — px(t2)]}

(27)
em que px(t;) = E{X(t;)} é a média do sinal no instante
tii=1,2.
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Funcao de autocovariancia - cont.

e Apods alguma manipulacdo algébrica, chegamos a uma
expressao bastante util que relaciona a FAC com a FACV:

Cx(t1,t2) = Rx(t1,t2) — px (t1)pux (t2) (28)

f Para obter a FACV basta calcular a FAC e subtrair o
produto das médias correspondentes.

e Para sinais de médias nulas tem-se, obviamente, que

Cx(t1,t2) = Rx(t1,t2) (29)
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Funcao de autocovariancia - cont.

Matriz de autocovariancia

De forma andloga a autocorrelagido, podemos ainda definimos

uma matriz que tenha todas as autocovariancias de pares de

v.a's como

Cx=E {(X — Hx)(x — NX)T} (30)

e os elementos
iy = B — e )} (31)

da matriz C4 de dimensdo N x N, s3o os momentos centra-

dos correspondentes as correlagdes r;;.

. J
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Funcao de autocovariancia - cont.

e A matriz de autocovariancia Cx possui as mesmas
propriedades de simetria que a matriz de autocorrelacdo Ry.

e Usando as propriedades do operador esperanca, é facil mostrar
que

Cx =Rx — IJIXPE (32)

e Se o vetor de médias for px = 0, as matrizes de correlacdo e
covariancia sao as mesmas.
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Funcao de autocovariancia - cont.

Algumas propriedades da FACV

©® Se X(t;) e X(t;) forem independentes

E{X(t:)X(t;)} = E{X(t:)} - E{X(t;)} = px(t:)ux ;)
= cov(X(t;), X(t;)) =0

® Dizemos que X (t;) e X(¢;) sdo descorrelacionados se
e somente se

cov(X (t;), X (t;)) = 0

® Se cov(X,Y) = 0 ndo implica que X e Y sdo indepen-
dentes
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Funcao de autocovariancia - cont.

Exemplo

6 ~ v.a. uniforme entre [0, 27]

X =sin(0)
Y = cos(0)

cov(X,Y) = E{XY} — B{X}E{Y}
E{X}=0 e E{Y}=0

27
1
E{XY} = E{sin(f) - cos(0)} = / = sin(#) - cos(f) df =0
™
0
cov(X,Y) =0 ndo implica X e Y independentes!
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Funcao de autocovariancia - cont.

Uma classe importante de processos é quando temos processos
cujas amostras sdo independentes. Neste caso, devemos ter a

seguinte relacdo entre as densidades conjunta e as marginais:

N
px(x;t) = [ [ px (i ti) (33)
=il

Isso implica entdo que

E{X; X; Xy} =E{X1} -E{X2} - E{Xy} | (38
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Funcao de autocovariancia - cont.

Pode-se notar que a independéncia implica em descorrelacao.
Mas, em geral, o contrdrio ndo é verdade (como visto no exemplo

anterior!).

ﬁ Um unico caso que descorrelacdo implica em independéncia
ocorre para varidveis com distribui¢do gaussiana (normal).
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Funcao de autocovariancia - cont.

Uma definicdo importante que deriva da definicdo de FACV é a da

variancia de um sinal aleatério.

Seja px,(z;) a PDF do sinal X(¢) no instante ¢;. Entdo a

.

varidncia de X () neste instante é definida como:

ok (t:) = B {[o(t) — mux (t:)]°}

- / [ — px (t))” px, (i3 ti)dy

em que pux(t;) = E{X(t;)} é a média do sinal em t;.

(35)

J
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Funcao de autocovariancia - cont.

Por sua vez, da definicio de variancia deriva-se o conceito de valor

quadratico médio de um sinal aleatério.

quadrdtico médio de X (t) é definido como:

E{z*(t;)} = Rx(ti, t;)

o0

= / 2?px, (w3 ;) dx;

—0o0

Considere que o sinal X (¢) tem média nula. Entdo, o valor

(36)
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Funcao de autocovariancia - cont.

e Valores da correlagdo ou covariancia pertencem ao intervalo
(*007 OO)
e Versdo normalizada da FACV é conhecida como coeficiente

de autocorrelacao (CAC).

Sejam C'x (t1,t2), ox(t1) e ox(t1), respectivamente, a FACV
e as variancias do sinal X (t) para os instantes t1 e t2. Entdo,
o coeficiente de autocorrelagdo (CAC) de X (t) é dado por

Cx (t1,t2) (37)

px(t1,t2) = ox(t)ox(t2)

J

.
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Funcao de autocovariancia - cont.

Pode-se mostrar (exercicio proposto!) que

-1 <px(t1,t2) <1 (38)

Com isso, temos que:
O Valores de p proximos de 1: fortemente correlacionados
positivamente

® Valores de p préoximos de -1: fortemente correlacionados
negativamente

® Valores de p muito préximos de 0: sem correlacao
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Estacionariedade

e Um conceito importante em processamento de sinais
aleatdrios é a estacionariedade.

e Este conceito estd associado com a invaridncia (ou constancia)
das propriedades estatisticas de um processo estocdstico.

e Considere a seguinte realizacdo de um processo estocastico:

{X(tl)vX(tQ)v 7X(tk)}

e Considere agora uma nova realizacao obtida 7 instantes de

tempo depois, ou seja:
{X(t1+71), X({ta+7),..X(tp +7)}

e As estatisticas serao modificadas por conta da diferenca

temporal?
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Estacionariedade - cont.

Definicao

Um processo estocastico é fortemente estaciondrio ou esta-
ciondrio no sentido estrito se, e somente se, todas as pdfs de
ordem k > 1 forem invariantes sob uma translacdo do tempo

7 € R.

Ou seja,

px, (1) = px, (x1;t+7)

DX, X, (X1, T2) = px, X, (@1, T3t + T, t2 + T) @)
39

Px(x;t) = px(x;t 4+ 7)
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Estacionariedade - cont.

Observacées importantes

1]

2}

A condicdo de estacionariedade forte é um requisito bas-
tante severo, pois exige que todas as pdfs associadas
sejam invariantes no tempo;

Esta condigdo é bastante dificil de ser verificada ou tes-
tada na pritica. Uma definicdo “menos” exigente de
estacionariedade é freqiientemente usada (ou assumida).
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Estacionariedade - cont.

Observacoes importantes - co

(3]

o

5]

Quando a condicdo sé é valida para 1 < r < k, diz-se
que o processo estocastico X (t) é estaciondrio de ordem
r.

Um caso importante e de bastante interesse pratico diz
respeito a um processo estocastico estaciondrio de ordem
r=2.

Este processo estaciondrio é chamado fracamente esta-
cionario ou estacionario no sentido amplo (WSS).
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Estacionariedade - cont.

Processo WSS - Condicoes

Para um processo estaciondrio no sentido amplo as seguintes

condi¢des devem ser vélidas:
Condicao @ A média do processo px(t;) é constante.
Condigcdo @ A variancia do processo 0% (t;) é constante.

Condicao ® A FAC do processo Rx(t1,t2) = Rx(7), em
que T =13 — 1 (tl < tg).

As condicdes acima s3o mais faceis de se verificar na prética,
permitindo classificar um sinal estocdstico em estaciondrio ou

nao-estacionario.
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Estacionariedade - cont.

Condicao 1
Seja X (t) um processo estocastico continuo. Se o processo é
estaciondrio, entao podemos escrever que:

px,(z;t) = px,(z;t+7), VreR (40)

Assim, a média de X (t + 7) é dada por:

(e 9]

pux(t+7)=E[X({t+71)] = / x(t + 7)px,(x;t + 7)dx

—0o0

= /OO z(t + 7)px, (x; t)dx = E[X(t)] = px(t)!

— 00
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Estacionariedade - cont.

Condicao 3
Seja X (t) um processo estocastico continuo. Assim, a FAC de
X(t) é dada por:

E[X(t1)X(t2)] = Rx(t1,t2) = Rx(ti + 7, t2 +7)

(41)
:Rx(tlftz,O) :Rx(T), vVr e R

em que assumimos que

Px1Xo (T1,T25 81, t2) = px, x, (@1, T25t1 + 7,82 + 7) (42)
Note que a FAC depende apenas da diferenca entre t1 e t5. Por isso,
em vez de escrever Ry (t; — t2,0), costumamos abreviar a notagdo e

escrever Rx (t; — t2,0) = Rx (7).
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Estacionariedade - cont.

A figura abaixo mostra um sinal aleatdrio estaciondrio (pelo menos
para o periodo de observa¢do do mesmo!).

0.5 —

~05

Amplitude do sinal

° 1 2 B 2 s o 7 s ° o0
Tempo
Figura 11: Sinal aleatdrio estaciondrio.
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Estacionariedade - cont.

e A figura anterior mostra uma realiza¢do do seguinte processo
estocdstico, simulado no Matlab/Octave:

X(t) = sin(wt) + &(t) (43)

em que £(t) é uma varidvel aleatéria gaussiana de média zero
e variancia 02 = 0.1, w = 27 /T ¢é a fregiiéncia angular
constante e T' = 10 segundos.

e O sinal gerado obedece todas as trés condicdes de
estacionariedade fraca.

e O tipo de sinal estocastico mostrado na Eq. (43) simula um
fendmeno comumente encontrado na pratica: um sinal
deterministico contaminado com ruido.
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Estacionariedade - cont.

A parte senoidal do sinal poderia corresponder a uma onda de
tensdo/corrente gerada por determinado equipamento elétrico,
enquanto a v.a. £(t) corresponderia ao ruido que interfere na
medi¢do desta onda de tens3o/corrente.

e Na prética, mede-se apenas o sinal ruidoso X (¢).

e Muitas vezes o nivel de ruido é tdo elevado que nao temos
certeza absoluta que o sinal medido possui uma componente
senoidal.

e Mais adiante estudaremos uma técnica baseada na FAC para
detectar sinais periédicos imersos em ruido.
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Estacionariedade - cont.

A figura abaixo mostra um sinal aleatério ndo-estaciondrio na

média (por qué?).

Amplitude do sinal

Tempo

Figura 12: Processo ndo-estacionario na média.
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Estacionariedade - cont.

Neste caso temos mostra um sinal aleatério n3o-estaciondrio na

varidncia (por qué?).

Amplitude do sinal

Tempo

Figura 13: Processo n3o-estaciondrio na variancia.
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Estacionariedade - cont.

E agora um sinal aleatério ndo-estacionario na FAC (por qué?).

Amplitude do sinal

Tempo

Figura 14: Processo n3o-estaciondrio na FAC.
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Estacionariedade - cont.

A consideracdo de processos WSS permite simplificar as expressoes
da FAC, FACV e CAC, escrevendo-as em funcdo de 7 = to — t7.

e Por exemplo, a FAC passa ser escrita como:
Rx(t1,t2) = Rx(r) = E{X()X(t +7)}  (44)
e A FACV por sua vez, passa ser escrita como:
Cx (t1,t2) = Cx (1) = E{(X(t) — px)(X (¢t +7) — px)} (45)

e Por fim, o CAC passa ser escrito como:

px(ti ) = px(r) = XD (46)
X
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Estacionariedade - cont.

Como a FAC de um processo WSS depende apenas de 7 (7 > 0),

pode-se escrever a FAC de duas maneiras equivalentes:

Rx(r) = E{X(t)X(t +7)}

ou

Rx(r) = E{X(t - 7)X(t)}

Note que em ambas definicGes temos to — t1 = 7.

(47)

(48)

A mesma observacdo vale para a definicio da FACV e do CAC.
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Estacionariedade - cont.

Propriedades gerais da FAC

O Rx(0) é o valor quadratico médio do processo X (t):
FE {332(752)} = Rx(ti,ti) = Rx(ti — tz‘) = Rx(O) (49)

® Ry (0) = 0% se o processo tiver média nula.
7)

® Rx(
Rx (1) = Rx(—7). Para fins de andlise consideramos

é uma funcdo par de seu argumento:

apenas os valores correspondentes a 7 > 0.
O |Rx(7)| < Rx(0), para todo 7.

® Se X(t) contém uma componente periddica, Rx(t)
também conterd uma componente de mesmo periodo.

J
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Estacionariedade - cont.

Propriedades gerais da FAC (cont.)

® Se a componente periédica é do tipo senoidal, entdo
Rx (t) perdera informacdo sobre a fase da componente
senoidal.

@ Se X(t) ndo contém componentes periddicas, Rx ()
tende a zero, a medida que 7 — .

© Se para um determinado processo estocastico X (¢) ob-
tivermos Rx(0co) = 0 implica dizer que o processo tem

média zero.
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR

M
z(n) =v(n) + Z a;x(n —1) (50)
=1

Caso especifico: AR(1): z(n) = v(n) + ax(n — 1)

O modelo AR(1) é também um processo markoviano —

sinal com memodria 1.

Podemos entdo ver como as correlacées de tal processo WSS
estdo organizadas.
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

rx(0) = E {z*(n)}

0
=02 +2aFE {v(n — 1)} +a* rx(0)

=02+ a? - rx(0)

=E {v*(n)+2-a-v(n) -2z(n—1)+a’2*(n— 1)}

(51)
Dai resulta
2
UU
rx(0) = ——= 52
0 =2, (52)
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

rx(1) = E{z(n)x(n — 1)}

= E{[v(n) + ax(n — 1)][v(n — 1) + ax(n — 2)|}
= E {az(n — L)v(n — 1) + a’z(n — D)z(n — 2)}
=E{afv(n —1)+ax(n—2)]-v(n —1)

+a*z(n — Dz(n —2)}
=ao +a* E{z(n—Dz(n—2)}
= a0’ + a’rx(1)

(53)
Daf, temos
rx(D)[1 - a?] = ao?

rx(1) =a-rx(0) (54)
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

Pode-se mostrar por recursividade que as seguintes relacoes

.

sao vdlida _ '
rx(i) =a'-rx(0) (55)
rx(i) =a-rx(i—1)

Assim, temos que a MAC (ordem 2) de um processo AR(1)

é dada como

o2 a2
1— 2 1— 2
Re=| (o) 000 (56)

1-a) (I-a)

J
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

Calcular A; e Ay (autovalores)
det(Rx — A\I) =0
2 %
o2 ) - a-o? _ ol _ g Ao e
1—a? 1—a? (1 —a?)? (1—-a?)
a’ol ol 9 o2
- = (1 -a?) 22— 22
R R R R A s
2 4
— 2o D
1-a)  (-a)
=(1-a®) A2 =202\ 402 =0
(57)
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

Calcular A; e Ay (autovalores) - cont.
202 £ /4ot — 402(1 — a?)

A pu—

. 2. (1—a?)
_ 202 + 2a0?
2(1—a?)

Ent3o, teremos
o2
M=
—a
2 (58)
Ay = Y
(1+a)
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

Assim, a MAC de um processo AR(1) tem como autovalores

0'2 0'2
A = U e Ao = g 59
=g 2= 0ra 9

E entdo, podemos definir o nimero de condicionamento

ou espalhamento da matriz, dado por

C(Ry) = Dmnx (60)
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Estacionariedade - cont.

Modelo AR - cont.

Informacdes fornecidas por C (Rx)

2

. . 2
e O menor autovalor fica confinado entre o e %

e O maior autovalor vai de o2 a infinito
e O niimero C (Rx) = 3™ exprime qudo
min
descorrelacionado € x(n), ou ainda qudo “préximo” Ry
estd de uma matriz diagonal

1. C(Rx) =1 = z(n) é branco
2. C(Rx) — 0o = x(n) tem correla¢do
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Ergodicidade

Um processo estocastico é ergddico, se seus momentos es-
tatisticos, calculados ao longo de varias realizagbes do pro-
cesso, forem equivalentes aos momentos temporais, calcula-
dos a partir de uma tnica realizacdo do processo.
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Ergodicidade - cont.

Definicao
Um processo é ergodico na média, se e somente se:

[e.e]

E{X(t;)} = / o T

z(t)dt, k — oo (continuo)

(61)

1
k

O — =

x(t;), k— oo (discreto)

=
-
Il M?r
=
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Ergodicidade - cont.

Definicao
Um processo é ergodico na variancia, se e somente se:

[e.e]

var[X (t;)] = / (1 — pix) P, (s ) e

(x(t) — px)?dt, k— oo (continuo)

(62)

1
k

O —

(x(t;) — pux)?, k — oo (discreto)

=
o
INNgES
o

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 100 / 224



Ergodicidade - cont.

Um processo é ergodico na correlacao, se e somente se:
Rx(r) = BE{X@®)X(t+7)}

= / /l‘tﬂfthTpXtXH.,(l‘t;5Bt+7)d$td$t+7—

—00 —0O0

k
2 [at)z(t+7)dt, k— oo (continuo)
0

(63)

k—T1
ler S a(t)x(t; +7), k— oo (discreto)
=i
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Ergodicidade - cont.

O conceito de ergodicidade é de fundamental importancia
pratica para a teoria de processos estocasticos.

e Dizer que um processo é ergddico implica em assumir que
podemos inferir todas as informacdes estatisticas sobre o
processo estocastico a partir de uma tinica realizacdo do

mesmo.

e Na pratica, é muito dificil verificar a estacionariedade no
sentido estrito e a ergodicidade de um processo estocastico.

e Assim, para simplificacdo, assumimos que o processo é
estaciondrio no sentido amplo e ergddico.
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Avaliando estacionariedade

Dica pratica para verificar estacionariedade!

(1) Dividir o sinal original em um nimero finito K de sub-sinais
de mesmo comprimento N.

(2) Para um certo t; fixo, estimar a média . (t;) e varidncia
0. (t;) ao longo das K pseudo-realizagdes:

1 K
Ax(t) ~ = 2®w), (64)
k=1
) S TR
k=1

parai=1,...,N.
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Avaliando estacionariedade - cont.

Dica pratica para verificar estacionariedade! - cont.

(3) Calcular a média das médias e das variancias do item (2):

o8

N
_ Lix(®) 183((1@-)
M===_ V=EL___

N e V N (66)

(4) Calcular a média e a varidncia das amplitudes da realizagdo

original completa:

X = v% ;x(tl), (67)
. VK -,
G H —— Z [z(t:;) — X ] (68)
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Avaliando estacionariedade - cont.

Dica pratica para verificar estacionariedade! - cont.

(5) Analisar a plausibilidade das seguintes hipdteses:
e A média é constante, ou seja, M =~ Y
e A variancia é constante, ou seja, Vs

(6) Se as hipdteses forem verdadeiras, entdo pode-se assumir com
relativa seguranga que o processo é ergddico e estaciondrio.
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Avaliando estacionariedade - cont.

Exercicio resolvido

e Considere o seguinte processo estocastico:
X(t) = Asinwt (69)

em que A é uma varidvel aleatéria gaussiana de média zero e
variancia 0124, w € uma constante de valor conhecido e ¢
corresponde ao tempo continuo.

e Suponha que obtemos um valor amostral para A, denotado
por Aj. Assim, a realizagdo correspondente de X () para esse

valor de A; é dada por:

Xa(t) = Apsinwt (70)
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Avaliando estacionariedade - cont.

Exercicio resolvido - cont
e Assim, usando a Eq. (69) para um sinal continuo, obtemos:

1 [k
Rx,(r) = k];rgloz/o x(t)z(t + 7)dt

1 k
= lim — / Ajsinwt - Ay sinw(t + 7)dt
k—oo k 0

= lcoswr
2

e Para resolver a integral acima usar a seguinte identidade
trigonométrica:

1 1
sin(a) - sin(b) = 5 cos(a — b) — 5 cos(a + b)
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Avaliando estacionariedade - cont.

Exercicio resolvido - cont

e Por outro lado, usando a defini¢do da FAC, Eq. (23),
chegamos ao seguinte resultado:

Rx(tl,tz) = E{X(tl)X(tz)} == E{Asinwtl . ASinth}
= F {AZ} sin wtq - sin wty

= o%sinwt - sinwty (71)

e Como os resultados sdo diferentes, concluimos que este
processo

e Além disso, como a expressdo da FAC dada na Eq. (71) ndo
pode ser reduzida a uma simples funcdo de 7 =ty — t1, 0
processo também
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Funcao de correlacao cruzada

Definicao 1

Sejam X (t) e Y (t) dois sinais aleatdrios estaciondrios de
tempo continuo. A Fun¢do de Correlagdo Cruzada (FCC)
entre X (t) e Y (t) pode ser definida como:

Rxy (1) =E{X@®)Y(t+71)}, VYr>0

= / /fﬂtyt+rpxtyt+f($tayt+r)dfﬂtdyt+r

— 00 — 00

em que px,v,., (¢ Yi4-) € a FDP conjunta de X(t) e
Y(t+7).

J
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Definicao 2

A FCC entre X (t) e Y (t) também pode ser definida como:

Ryx(r)=E{Yt)X(t+7)}, VYr>0

/ / YtTt+7PY: Xy~ (Yts Tttr)dYrdTes s

em que py,x,. . (Y, Tryr) € a FDP conjunta de Y(t) e
X(t+7).

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 110 / 224



Funcao de correlacao cruzada - cont.

Propriedades

o A definicdo de Ry x(7) dada na Eq. (73) € invariante

.

a uma translacdo de —7.

e Desta forma, Ry x(7) é também dada por:
Ryx(t)=E{Y(t—71)X(t)} (74)

e Comparando a Eq.(74) com a defini¢do de Rxy (7)
dada na Eq.(72), percebemos que:

Rxy(t) = Ryx(—71) (75)

e Logo, trocar a ordem dos indices da FCC tem o efeito
de mudar o sinal do seu argumento.

J
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Propriedades - cont.

Os valores maximos de Rxy (7) e Ry x(7) geralmente
ndo ocorrem para 7 = 0.

Porém, pode-se mostrar que

|Rxy (1)] < v/Rx(0)Ry (0) (76)

Para dois processos estocasticos independentes temos

que:

| Rxy (1) = Ryx(7)| (77)
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Definicao (sinais discretos)

Sejam X(t) = {o,2(=2),z(~1),2(0),z(1),2(2),..} e

Y(#) = {y(=2),y(=1),y(0),y(1),y(2),...} dois sinais
aleatérios estacionarios e de tempo discreto. Neste caso, as

FCCs s3o definidas como:

Rxy(r)= Y z(t)yt+7)
o (78)
Ryx(r)= Y y()a(t+7)

paraT=0,1,2,...
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Estimando FCC (sinais discretos)

o Sejam X (t) = {z(1),x(2),...,x(N)} e
Y(t) ={y(1),y(2),...,y(N)} duas seqiiéncias
aleatdrias finitas (e.g. sinais amostrados).

e Neste caso, as FCCs podem ser estimadas por meio das
seguintes expressoes:

Txy( ) Zt 1 Jj( )y(t+7)
N —71
(79)
TYX( ) Et 1 y( (t+7)7
N —T1
paraT=0,1,2, ...

. J
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

t(dias)

Figura 15: Sinais aleatdrios distintos.

J
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Exemplo - cont.

FCC

02 g

Figura 16: FCC normalizada dos sinais aleatérios distintos.

v
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Para as esperancas conjuntas, ou seja, envolvendo mais de um
processo aleatdrio, podemos definir outras matrizes:

Matriz de correlacao cruzada

Ryy = E {xy’} (80)

Matriz de covariancia cruzada

ny =E {(X — )y — Uy)T}
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Note que as dimensGes dos vetores x e y podem ser diferentes.

Assim, as matriz de correlacdo e covariancia cruzadas ndo sio

necessariamente quadradas e sdo, em geral, ndo-simétricas.

Entretanto, de suas definicles, segue que:

Ryy = R§X

Cyy = ch
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Funcao de correlacao cruzada - cont.

Quando temos uma soma de dois vetores x e y, temos as
seguintes relacdes:

O Correlacdo
Ryiy = Rx + Rxy + Ryx + Ry (83)
® Covariéncia

Cx+y =Cx + ny + ny + Cy (84)

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 119 / 224



Funcao de correlacao cruzada - cont.

Vale relembrar que:

e Varidveis ortogonais implica em correlagdo zero (Ryy, = 0)

e Varidveis descorrelacionadas implica em covaridncia zero,
(ny = 0)

Ent3o, temos

1. Rx+y = Rx + Ry para x e y ortogonais

2. Cyqy = Cx + Cy para x e y descorrelacionados
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FAC na deteccao de sinais

e Na prdtica, é comum observar combinacoes aditivas de sinais
estocdsticos.

e Por exemplo, seja um processo Z(t) dado pela soma de dois
outros processos estacionarios X (t) e Y (¢):

Z(t)=X(t)+Y(t) (85)

e Pode-se mostrar (exercicio!) que a FAC do processo Z(t) é
dada por:

Rz(r)=E{Z{t)Z(t+ 1)}

(86)
= Rx(7) + Ryx(7) + Rxy (1) + Ry (7)
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FAC na deteccao de sinais - cont.

e Se X(t) e Y (t) sdo processos ndo-correlacionados e ambos
tém média zero, os termos Ry x (7) = Rxy (7) sdo nulos,
resultando em

Rz(T) :Rx(T)+Ry(T) (87)

e Assim, concluimos a FAC de um sinal formado pela soma de
dois sinais n3o-correlacionados é equivalente a soma das FACs

dos sinais individuais &

e Este resultado pode ser estendido para a soma de mais de
dois processos estocasticos ndo-correlacionados.
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FAC na deteccao de sinais - cont.

e A Eq. (87) prové um procedimento muito interessante para
ser utilizado na pratica; por exemplo, na deteccio de sinais
deterministicos em um meio ruidoso, tal como um canal de

comunicagao.

e Nesta aplicacdo supde-se que um determinado sinal
estocastico é formado por componentes deterministicas
(informacdo transmitida pelo meio) distorcidas por ruido e que
a informaciao desejada e o ruido (indesejado) sao
nao-correlacionados.
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FAC na deteccao de sinais - cont.

Seja o sinal senoidal de amplitude unitaria e periodo T' = 40
unidades de tempo, mostrado na figura abaixo.

60 80 100 120 140 160 180 200

t

Figura 17: Sinal deterministico.

el
o 20 a0
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FAC na deteccao de sinais - cont.

De acordo com a teoria, a FAC de um sinal periddico é também
periédica com o mesmo periodo do sinal.

FAC

Figura 18: FAC normalizada do sinal deterministico.
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FAC na deteccao de sinais - cont.

Consideremos agora um sinal aleatdrio, gaussiano, de média 0 e

variancia 2.

y(t)

Figura 19: Sinal aleatério com distribuicdo A(0,2).
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FAC na deteccao de sinais - cont.

A teoria nos diz que a FAC do ruido branco é nula, exceto para
7 =10. A FAC estimada a partir do sinal mostrado na figura
anterior é mostrado abaixo.

os|

os|

o4l

FAC

oz|

o 10 20 30 a0 60 70 80 90 100

Lag

Figura 20: FAC normalizada do sinal aleatdrio com distribuicdo N(0, 2).
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FAC na deteccao de sinais - cont.

Considere agora um sinal formado pela soma da sendide
(deterministico) com o sinal aleatério. Este sinal é mostrado
abaixo.

Figura 21: Sinal com sendide mais ruido.
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FAC na deteccao de sinais - cont.

Pergunta desafio

Vocé poderia confirmar sé no “olhémetro”, se no sinal re-
sultando ha apenas ruido ou se ha alguma informagdo (sinal

deterministico)?

e De acordo com a teoria, a FAC de dois sinais
nao-correlacionados é a soma das FACs dos sinais individuais.

e Sera que isto se confirma?
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FAC na deteccao de sinais - cont.

os|

os|

o4l

FAC

Lag

Figura 22: FAC normalizada do sinal senoidal adicionado de ruido.

& Assim, concluimos que a FAC pode ser usada para detectar
estruturas deterministicas periddicas imersas em sinais estocasticos,
podendo inclusive estimar o periodo do sinal deterministico.
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Gréfico de dispersao (lagplot)

Definicao

Técnica qualitativa (grafica) que avalia a correlagdo serial das
amplitudes do sinal através do grafico de dispersao.

Implementacao
e Considere o seguinte sinal de tempo discreto:
X = {2(1), 2(2), 2(3), - o (N)}

e O lagplot consiste no grafico de um conjunto de pares
ordenados:

[z(n),z(n—71)], n=74+1,...,N (88)

em que a constante 7 (7 > 1) é chamada de /ag e define o
distanciamento temporal entre as amplitudes do sinal.
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Grafico de dispersao (lagplot) - cont.

Comentarios

Em geral, é necessério plotar lagplots para vérios lags
para se ter uma idéia da persisténcia da memodria.

Em outras palavras, vérios lagplots s3o necessdrios para
avaliar quanto tempo dura a influéncia dos valores

passados sobre o valor atual do sinal.

A influéncia dos valores passados sobre o valor atual
pode ser positiva, negativa ou nula.
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Gréfico de dispersao (lagplot) - cont.

Considere um sinal de tempo discreto X (n), de comprimento

N = 1000.

Lagplot (7 = 1)
Os pares ordenados que formam o lagplot para 7 = 1 sdo

definidos como:

[z(n),z(n —1)], n=2,....,1000. (89)

[(2),z(1)], [z(3),z(2)], --- ,[z(1000),2(999)]. (90)
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Grafico de dispersao (lagplot) - cont.

Considere novamente um sinal de tempo discreto X (n), de

comprimento N = 1000.

Lagplot (7 =2)
Os pares ordenados que formam o lagplot para 7 = 2 sdo
definidos como:

[z(n),z(n —2)], n=3,...,1000. (91)

Ou seja,
[z(3),z(1)], [z(4),z(2)], --- ,[z(1000),2(998)]. (92)

E assim sucessivamente para outros lagplots do mesmo sinal
(i.e.t = 3,...,1000).
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Gréfico de dispersao (lagplot) - cont.

Sinal cujas as amplitudes distanciadas de 7 = | e estdo

positivamente correlacionadas.

5 T T T T T T T T T

s o 1

z(n—1)

Figura 23: Lagplot com 7 = 1 e correlag3o positiva.
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Gréfico de dispersao (lagplot) - cont.

Sinal cujas as amplitudes distanciadas de 7 = | e estdo

negativamente correlacionadas.

5 T T T

a4l

3L

z(n—1)

Figura 24: Lagplot com 7 = 1 e correlacdo negativa.
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Gréfico de dispersao (lagplot) - cont.

Sinal cujas as amplitudes distanciadas de 7 = | e estdo
descorrelacionadas.

4 T T T T T T T

z(n—1)

Figura 25: Lagplot com 7 = 1 e correlagdo nula.
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Grafico de dispersao (lagplot) - cont.

Processo AR(1): |z(n) = 0.6z(n — 1) +v(n)

Os lagplots para 7 = 1 e 7 = 2 de um processo AR(1) sdo
mostrados abaixo. O ruido é gaussiano com varidncia 1.

Figura 26: Lagplots para 7 =1 e 7 = 2 do processo AR(1).
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Grafico de dispersao (lagplot) - cont.

Processo AR(1): |z(n) = 0.6z(n — 1) +v(n)

Os lagplots para 7 = 3 e 7 = 4 de um processo AR(1) sdo
mostrados abaixo. O ruido é gaussiano com varidncia 1.

Figura 27: Lagplots para 7 = 3 e 7 = 4 do processo AR(1).
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Alguns processos estocasticos usuais

Processo de ruido branco

Um processo denominado como sendo ruido branco é um

processo que possui as seguintes caracteristicas:

e Amostras de diferentes instantes de tempo s3o
independentes e identicamente distribuidas

e Amostras do mesmo instante de tempo possuem
distribuicdo gaussiana de média zero e variancia o

2
O'X,

Tx(T): 0

para 7 = 0,
para 7 # 0

X
Com isso, a funcdo de autocorrelacdo do sinal é dada como

(93)

J
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de ruido branco - cont.

09k

08

07k

06

05

rXx (T)

04t

03

02t

[RES

Figura 28: Autocorrelagdo normalizada tedrica do processo de
ruido branco.

J
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de ruido branco - cont.

.

08

06

Figura 29: Autocorrelagdo normalizada estimada (amostral) do
processo de ruido branco.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Sequéncia binaria aleatdria

7

E um processo discreto que € tipico na caracterizacdo em
sistemas de comunicagbes. Utilizamos uma sequéncia de
bits (‘0" e ‘1") onde cada os bits possuem probabilidade de

ocorréncia p e 1 — p, respectivamente.

Cada sequéncia entdo possui as mesmas caracteristicas es-
tatisticas mas s3o potencialmente diferentes.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont

Sequéncia binaria aleatéria - co

Bits

Bits

Figura 30: Sequéncias bindrias aleatdrias (p

w
144 / 224
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Sequéncia binaria aleatdria - cont.

Uma sequéncia bindria aleatéria é também chamada de pro-
cesso aleatdrio de Bernoulli. Assim, temos as seguintes
caracteristicas para este processo:

e Média: pu(n) =p
e Variancia: o%(n) = p(1 — p)

e Autocovaridncia: cx (1) = 026(7)
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson

Outro processo importante, e que serve de base para outros

tipos, é o processo de Poisson.

Imagine uma situagdo onde eventos ocorrem em instantes
de tempo aleatdrios, com uma taxa média de \ eventos por
segundo. Um modelo de chegada de pacotes em um servidor
de internet.

Seja N(t) o nimero de ocorréncias do evento no intervalo
[0,t]. Este é entdo um processo ndo-decrescente, de valores
inteiros e continuo no tempo.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

1
o—
10 *—
—
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|
.
4
-~ i
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1 |
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01 1 5 0 | 15 20
L I
S0S1 Se S7
Figura 31: Realizacdo de um processo de Poisson.
7
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

Denotando os tempos de ocorréncia dos eventos por

S1,59,... temos que o j-ésimo intervalo entre eventos é
definido por X; = 5; — S;_1.

Suponha que o intervalo [0,¢] é dividido em n subintervalos
pequenos de tal forma que as seguintes condi¢des ocorrem:

@ A probabilidade da ocorréncia de um ou mais eventos em
um subintervalo é desprezivel comparado com a proba-
bilidade de observar um ou nenhum evento;

@ A ocorréncia ou ndo de um evento em um subintervalo
é independente do resultado em outros subintervalos.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

A primeira hipdtese implica que o resultado em cada subin-
tervalo pode ser visto como uma amostra de Bernoulli. E
a segunda hipdtese implica que estas amostras de Bernoulli
sdo independentes. As duas juntas implicam que o processo
N(t) pode ser aproximado como um processo de contagem
binomial.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

& Se a probabilidade de ocorréncia de um evento em cada

subintervalo é p entdo o ndmero esperado (médio) no inter-

valo [0,t] é np

Como os eventos ocorrem a uma taxa de \ eventos por
segundo, o nimero médio de eventos no intervalo [0,t] é At.

O

Assim, nds devemos ter

A =np (94)
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

Se fizermos n — oo e p — 0 enquanto A\t = np entdo

pode-se mostrar que a distribuicdo binomial aproxima uma
distribuicao de Poisson com parametro At.

24 Assim, pode-se concluir que o nimero de ocorréncias
N(t) no intervalo [0,¢] tem uma distribuicdo de Poisson com
média At:

_ F
k!

exp(—=At), k=0,1,...

(95)

. J
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

Por esta razdo N(t) é chamado de Processo de Poisson.

O processo tem as seguintes caracteristicas:
O Média: u(t) = At
@® Varidncia: o2(t) = M\t

® Autocovaridncia: cx(t1,t2) = Aty
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

Considere o tempo T entre ocorréncias de eventos em um

processo de Poisson. Suponha novamente que o intervalo de
tempo [0, t] é dividido em n subintervalos.

A probabilidade de que o tempo entre eventos T excede ¢
segundos é equivalente a n3o ocorréncia de eventos em ¢

segundos, ou seja:

Pr[T > t] = Pr[sem eventos em ¢ segundos]

=1-p" )
_ 1_& " 96
—>Exp(7;\t>)

J
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

& A equagdo (96) implica que a varidvel aleatéria T segue

uma distribuicdo exponencial com pardmetro A.

Uma vez que os tempos entre chegadas sdo v.a. indepen-
dentes, isto implica que a sequéncia de tempos entre eventos
em um processo de Poisson é composta de v.a. indepen-
dentes!

Assim, conclui-se que os tempos entre eventos em um
processo de Poisson formam uma sequéncia iid de v.a. expo-
nenciais com média 1/\.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Processo de Poisson - cont.

Uma outra quantidade de interesse é o tempo S;, no qual o

n-ésimo evento ocorre em um processo de Poisson.
Seja T} denotar os intervalos de tempo exponenciais iid. Com
isso temos:

Sp=T1+T5+---+1T,. (97)

E S, € uma v.a. com distribuicio de Erlang, dada como

n—1
ps.) = L exp(d), 0. (98)
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Sinal telegrafico

Considere um processo aleatdrio X (¢) que assume os valores
+1. Suponha que X(0) = +1 ou —1 com probabilidade 1/2
e suponha também que X (¢) muda a polarizagdo com cada
ocorréncia de um evento num processo de Poisson com taxa

(o
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Sinal telegrafico - cont.

+1 +1 +1

Figura 32: Realizagdo de um sinal telegrafico. Tempos entre
transicdes X; sdo v.a. exponenciais iid.
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Sinal telegrafico - cont.

» O sinal telegrafico aleatério é igualmente provavel de ser

41 em qualquer tempo ¢ > 0;

pu(t) =0
1

» A autocovaridncia de X () é dada por

» A média e a varidncia do processo sio dados por

Cx(tl,tg) = exp (—20z|t2 — t1|)

(99)

(100)
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Alguns processos estocasticos usuais - cont.

Sinal telegrafico - cont.

09

08

0.7

0.6

05

ex (1)

0.4

03

0.2

0.1

Figura 33: Autocovariincia sinal telegrafico aleatério (A = 1.5).

J

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 159 / 224



Cadeias de Markov




Motivacao

Rede celular: nimero de usudarios ativos em dado momento.

Hora 9:00 Hora 14:00
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Motivacao - cont.

Rede celular: nimero de usuarios ativos em dado momento.
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Processos de Markov

Um processo estocastico (aleatdrio) X () é um processo de
Markov se o futuro do processo dado o presente é indepen-
dente do passado. Pode ser visto como uma generaliza¢io

dos experimentos independentes.

? Mas o que significa isso?
Qual a relacdo estatistica que podemos extrair desta definicio?
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Processos de Markov - cont.

Para tempos arbitrdrios tg < t; < -+ <t < tpy1

Processo discreto

PrX (te+1) = 2e41|X () = 2, - -, X (to) = 20

(101)
= Pr[X (tk+1) = zr41| X (tk) = w],

Processo continuo

Prla < X(tkt1) < b X (k) = 2k, - .., X (to) = 0]
= PI"[CL < X(tk+1) < b|X(tk) = xk],

(102)
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Processos de Markov - cont.

Os processos de Markov podem ser classificados ndo sé pelo seu
parametro, continuo ou discreto, mas também pelo espaco dos
estados (conjunto dos possiveis valores do processo estocastico),
que também pode ser continuo ou discreto. Os processos de
Markov cujo espaco de estados ¢ discreto, dizem-se Cadeias de
Markov.

O caso que nos vai interessar sera o das Cadeias de Markov de

parametro discreto.
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Propriedade markoviana

As Equagdes (101) e (102) caracterizam a propriedade

markoviana.

Assim, podemos definir uma cadeia de Markov como sendo um
processo estocdstico que satisfaz as seguintes condicdes:

O o pardmetro k é discreto

@ 0 espa¢o de estados E é discreto (finito ou infinito
enumeravel)

® o estado inicial do processo ou do espaco de estados é
conhecido

O vale a propriedade markoviana

® vale a propriedade da estacionariedade
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Propriedade markoviana - cont.

A propriedade markoviana nos diz que as probabilidade
(cumulativas e densidades também) de todos os estados futuros
X; (j > k) dependem somente do estado atual X}, ou seja, ndo
dependem dos estados anteriores Xg, X1,..., Xp_1.

O estado “futuro” do sistema depende do
“presente” mas ndo do ‘“passado”.
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Probabilidades de transicao

Relembrando a propriedade markoviana (caso discreto), temos

Pr{X (te+1) = Th1| X (t) = 2k, - - -, X (t0) = 0]

(103)
= Pr[X (tk41) = Trq1| X (t) = 2],

Vamos entdo denotar os valores para o processo estocastico nos
instantes determinados como estados.

Assim, vamos associar os valores xg, x1,...,Z; a um conjunto de
estados denotados por sg, S1, ..., Sk.
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Probabilidades de transicao - cont.

Assim, de forma geral, a fun¢do da probabilidade de transicdo pode
ser escrita como:

Funcao de probabilidade de transicao

pij(man) = Pr(Xn = sj’Xm = Si) (104)

ou seja, a probabilidade do sistema estar no estado s; no momento
n dado que no momento m esteve no estado s;.
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Probabilidades de transicao - cont.

Caso de interesse: Cadeia de Markov homogénea

e Cadeia de Markov é dita ser homogénea ou estaciondria se
p;k(m,n) depende apenas da diferenca n — m.

e Chamamos ent3o funcdo de probabilidade de transicao em
n passos da Cadeia de Markov homogénea a funcdo

) = Pl = 842G = &)

(105)
:Pr(Xn:Sj’X():SZ‘), VvVt >0,t € IN.
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Probabilidades de transicao - cont.

Uma transicdo de transicdo particularmente importante em uma
cadeia de Markov homogénea é a transicao de um passo, dada por

Probabilidade de transicao de um passo

pij(1) = Pr(Xpnq1 = 54| X = s5)

(106)
=P1"(X1 =8]"X0=82'), vt > 0,t € IN.
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Matriz de probabilidade de transicao

Nota-se que as Equag¢des (105) e (106) dependem apenas de duas
informagdes: do estado inicial (¢) e estado final (j).

& Assim, uma representacdo natural para tais probabilidades de
forma mais compacta é também uma representacdo de apenas
duas coordenadas, o que nos leva a uma representacao matricial.

Isso nos leva a definicdo das matrizes de probabilidade de

transicdo, na sequéncia.
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Matriz de probabilidade de transicao - cont.

Matrizes de probabilidade de transicao

P(n) = [pij(n)]

para transicdo de n passos, e

P(1) = [pi;(1)]

(107)

(108)

para transicao de um passo. Usualmente, a matriz de
transicdo de um passo é também denotada apenas como P.
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Matriz de probabilidade de transicao - cont.

As matrizes de probabilidade de transicdo nao sdo matrizes
quaisquer e possuem algumas condi¢des:

& Elementos sao probabilidades
pij(n) 20, Vi, j (109)

= Soma dos eventos possiveis

Y pin) =1, Vij (110)
J
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Matriz de probabilidade de transicao - cont.

A matriz de transi¢do (de um passo) tem entdo a seguinte
estrutura geral:

S1 S - SM
S1( P11 P12 - P1M
S2| P21 P22 a24
P= ] ) (111)
SM \PM1 PmM2 - PMM

Escolha: linhas/colunas correspondem ao estado inicial /final. Ao
longo dos slides iremos usar as linhas como o estado de origem e
as colunas como estados destino.
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Matriz de probabilidade de transicao - cont.

? Mas o que a matriz de transicao revela?
S3o as possibilidades do sistema (cadeia de Markov) transi-
tar entre diferentes estados. E isso é muito dtil para enten-

dermos e calcularmos quais s3o os estados mais provaveis e
possiveis.
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Outras probabilidades em cadeias de Markov

m Qutras probabilidades importantes em cadeias de Markov

w Probabilidade (ndo condicional) de no instante n o sistema
estar no estado s;, ou seja

pj(n) = Pr(X, = s;) (112)

w \/etor de probabilidades: agrupa as probabilidades para os
diversos estados de uma cadeia de Markov, em um dado

instante n,

p(n) = [po(n) pi(n) - pu(n)] (113)
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Diagramas de cadeias de Markov

= Uma ferramenta (til em cadeias de Markov discretas e
homogéneas (ou estaciondrias) é a ilustra¢gdo da mesma como
um grafo orientado.

w Como para as cadeias de Markov estacionarias, as
probabilidades s6 dependem da diferenca entre os estados nas
quais ela se encontrava, tais probabilidades s3o constantes.

w Com isso, temos a seguinte possibilidade de representacdo

P = 325, = ) = g
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Diagramas de cadeias de Markov - cont.

Exemplo
Suponha que em Nadrnia (ou Terra Média), nunca ha dois dias ensolarados
consecutivos.
» Se em um dia qualquer faz sol, no dia seguinte pode tanto nevar quanto
chover.

» Se chover, metade das vezes continua chovendo no dia seguinte e nas
outras ocasides pode tanto fazer sol ou nevar.

» Se nevar, apenas metade das vezes o dia seguinte também neva.
Queremos:

(a) Representar graficamente a Cadeia de Markov;
(b) Construir sua matriz de probabilidades de transi¢go;

(c) Determinar a probabilidade de nevar daqui a dois dias?
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Diagramas de cadeias de Markov - cont.

Exemplo - cont.

N
&N 0 m @
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¢ Mas.... e qual a probabilidade de nevar daqui a dois dias?
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov

Como descrito, elemento p;;(n) da matriz P(n) representa a
probabilidade de que o processo, iniciado no estado s;, estard no
estado s;, depois de n passos.

Uma questdo importante entdo é a consideracdo de sair, por
exemplo, do estado s; no instante ¢ = 0, passando pelo estado s;
no instante ¢ = m e atingindo o estado s; no instante t = n + m.

$A resposta a esta questdo leva as equacoes de

Chapman—Kolmogorov.
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov - cont.

Calculando a probabilidade de transicao de n-passos...

Sabemos que a propriedade markoviana diz que:

PrX (tpe1) =Spe1| X (tr) = s, ..., X(t1) = s1] =

(114)
= Pr[X (tit1) = sk41]X (tk) = sl

Da definicdo de probabilidade condicional que, para trés eventos,
temos:

Pr[X(tg) = Sg’X(tg) = SQ,X(tl) = 81] =
- Pr[X(tg) = 53, X (t2) = SQ,X(tl) = 31] (115)
Pr[X(tg) = SQ,X(tl) = 31]
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov - cont.

Podemos ainda escrever, para dois eventos, que

PI‘[X(tQ) =) SQ,X(tl) =

31]
PI‘[X(tl) = 31] (116)

Pr[X (t2) = 59| X (t1) = 1] =

Estamos interessados em calcular a probabilidade de transicao
entre os estados 7 e j de uma Cadeia de Markov em n passos, ou

seja, calcular:

pij(n) = Pr[XnJrk = Sj’Xk = Si] = PI‘[Xn = Sj‘XQ = Si]- (117)
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov - cont.

Vamos iniciar com dois passos. Temos entdo o seguinte:
pij(2) = Pr[Xs = s, X1 = 53, Xo = s4]

PI‘[XQ = Sj,Xl = Sk’X() = Si] (118)
PI“[XQ = 5@']

E utilizando (115) na expressdo em (118) temos que:

Pr[Xs = 55| X1 = s - Pr[X; = 53| Xo = s3] - Pr[Xp = 54
PI‘[XQ = Si]

pij(2) =
= Pr[XQ = Sj‘Xl = Sk] . PI‘[Xl = Sk’X() = Si]

= pr;(1) - pir(1)
(119)
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov - cont.

Para todas as varia¢Ges dos possiveis k estados que podem servir
de caminho parcial entre 7 e j teremos a soma das probabilidades

de tais caminhos, assim:

pz] szk ' Pkj 1) (120)

E generalizando para um nimero de passos m + n, feito através do
uso de um maior nimero de expressoes de eventos condicionados e
do uso da propriedade markoviana dada em (114), temos o
seguinte resultado:

pij(m + n) szk ) - Pj(n) (121)
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov - cont.

\'/

A Equagdo (121) (descrita novamente abaixo) é chamada de
equacdo de Chapman-Kolmogorov e é um importante resultado
de probabilidade para o estudo de Cadeias de Markov e célculo de

probabilidades de transic3o.

ng m + ’fl Z pzk * Pkj (n)

&No caso de termos uma cadeia de Markov estaciondaria temos
que as probabilidades de transicdo entre quaisquer dois estados,

para dois instantes consecutivos, sdo constantes.
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Equacoes de Chapman-Kolmogorov - cont.

De acordo com a Equagdo (121) podemos escrever entdo a
seguinte relacdo para a matriz de probabilidade de transicdo:

P(n+m) = {pij(n+m)} (122)

Assim, a matriz de probabilidade de transicdo para n passos,
representada por P(n), tem a seguinte propriedade:

P(n+m)=P(n) -P(m)
n (123)
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Vetor de probabilidades iniciais

Em muitas situa¢bes se desconhece o estado da cadeia de Markov

no instante inicial.

Parai=1,2,..., M, consideramos p; como a probabilidade de

que o processo esteja no estado s; no instante inicial.

Nestes casos, se associa probabilidades também para os estados da
cadeia, no instante inicial. Assim, define-se o vetor de
probabilidades iniciais p(0) = [pi(0) - par(0)], cujos
elementos do vetor sdo definidos segundo:

pi(0) >0

M
ZP@(O) =1

(124)
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Probabilidade de estados

Agora vamos considerar as probabilidades dos estados em um
instante de tempo n. Seja p(n) o vetor de probabilidades no
instante n.

A probabilidade p;(n) é relacionada ao vetor p(n — 1) pela
seguinte equagao:

pj(n) = ZPr[Xn = 58j|Xn-1 = 8] - Pr[Xpn_1 = si]

= Zpij “pi(n —1) 1)
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Probabilidade de estados - cont.

A Equacgdo (125) diz que o vetor de estados no instante n
p(n) é obtido multiplicando o vetor p(n — 1) pela matriz P, ou

seja:

p(n) =p(n—1)-P (126)
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Probabilidade de estados - cont.

De forma similar, podemos escrever a dependéncia de p;(n) com o
vetor de estados iniciais p(0) como

pi(n) = ZPr[Xn = 5j|Xo = 8;] - Pr[Xo = s4]

! (127)
= sz‘j(n)pi(o)
& E em notacao matricial temos
p(n) = p(0)P(n) = p(0) - P" (128)
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Probabilidade estacionaria

A partir da Equagdo (128), notamos que o produtério da matriz de
probabilidades de transicdo tem um papel essencial na
determinacdo dos estados atingiveis da cadeia de Markov.

. Surge entdo a questdo: os valores de p(n) convergem para
algum valor limite quando n — oo

A estas probabilidades de equilibrio sao chamadas probabilidades
de estado estaciondrias.
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Probabilidade estacionaria - cont.

Matematicamente, o que temos é que, quando n — oo, a matriz
de probabilidade de se aproxima de uma matriz na qual as linhas

tem a mesma distribuicdo, ou seja

pij(n) = Tjs V4 (129)

Para escrever a Equagdo (129) em notagdo matricial podemos ter:
P" — 1w, (130)
em que 1 é um vetor coluna com todas as posicoes igual a 1, ou

seja,lT:[l 1 ...]Eﬂ':[ﬂo T }
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Probabilidade estacionaria - cont.

Da Equagdo (127), a convergéncia de de P" implica a
convergéncia dos seguintes estados:

pj(n) = sz'j(n) -pi(0) — ZTH -pi(0) = m; (131)

Quando a Equagdo (131) é valida dizemos que o sistema (cadeia

de Markov) atinge o “equilibrio” ou “estado permanente”.
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Probabilidade estacionaria - cont.

Podemos encontrar a distribuicdo de 7w uma vez que notamos que

para n — 0o, temos p;(n) — m; e também p;(n — 1) — ;.

Com isso, podemos escrever a Equagdo (125) como
7Tj = Zpl'jﬂ'i, (132)
i

0 que em notacdao matricial é escrito como

T =mP. (133)
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Probabilidade estacionaria - cont.

Também sabe-se que

> om=1, (134)

ja que os elementos do vetor sdo probabilidades.

Chamamos o vetor 7t a distribuicao de probabilidade de
estado estacionario da cadeia de Markov.
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Probabilidade estacionaria - cont.

Se iniciarmos a cadeia de Markov com o vetor de estados iniciais
p(0) = m entdo, pelas Equagdes (128) e (133), temos que

p(n) = 7P" = 7 (135)

Isso significa que
@ Probabilidades s3o independentes da escolha do instante
inicial, e;

® O processo é estaciondrio.
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Um navegador da internet procura paginas em um universo de 5 paginas,

conforme a figura abaixo. O navegador seleciona a préxima pagina a ser vista
selecionando com igual probabilidade as paginas apontadas pela pagina atual.
Se uma péagina ndo tem link de saida (por exemplo, a pagina 2), o navegador

entdo seleciona qualquer das péaginas do universo com igual probabilidade.
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Exemplo - cont.

Podemos modelar o comportamento descrito como uma cadeia de Markov
onde o estado representa a pagina atualmente visualizada. Se a pdgina atual
aponta para k paginas, entdo a proxima pagina é selecionada daquele grupo
com probabilidade % Se a péagina atual ndo aponta para nenhuma outra,
entdo a préxima pagina pode ser qualquer uma das 5 paginas com

probabilidade é A matriz de probabilidades de transicao é escrita entdo como

0 1/2 1/2 0 0
1/5 1/5 1/5 1/5 1/5
P=|1/3 1/3 0 1/3 0
o 0 o0 0 1
0 0 1/2 1/2 0
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Exemplo - cont.

Podemos entdo usar a Eq. (128) para encontrar os estados para

cada instante.

Para tentar ver quando o sistema se estabiliza, podemos usar
algum software de simulacdo para calcular P™ para n = 50, por
exemplo. Neste caso, estamos avaliando a estabilizagdo do
processo e as probabilidades de estado estaciondrio. Para este

caso especifico, teriamos entdo

p(50) = [0.1229 0.18447 0.25825 0.12298 0.31974]

Mas podemos usar a Eq. (135) para calcular as probabilidades de

estado estacionario exatas.
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Exemplo - cont.

Escolha de paginas visitadas - cont.

O modelo de visualizagcdo aleatéria por meio de uma cadeia de
Markov forma a base do algoritmo do PageRank que foi
introduzido pelo Google e que classifica a importancia de uma

pagina na Web.
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Classes de estados

Os estados de uma cadeia de Markov podem ser divididas em uma
ou mais classes separadas e estas classes podem ser de vdrios tipos.

Estado acessivel - dizemos que o estado j é acessivel a partir do
estado ¢ se, para algum n > 0, p;j(n) > 0. Ou seja,
que ha uma sequéncia de transi¢coes de ¢ para j que
possui probabilidade n3o-nula.

Estado comunicavel - dizemos que os estados ¢ e j sao
comunicdveis se eles s3o acessiveis de um para o
outro. Escreve-se entdo i <+ j.
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Classes de estados - cont.

Se o estado i é comunicavel com o estado j e este é comunicavel
com k, entdo o estado i é comunicdvel com k. Ou seja, i <> j e
j <> kentdoi < k.

Diz-se que dois estados pertencem a mesma classe se eles s3o
comunicdveis.

7

E preciso notar que duas classes de estados distintas devem ser
disjuntas uma vez que a existéncia de um elemento comum
implicaria que os estados das classes seriam comunicaveis.

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 202 / 224



Classes de estados - cont.

Os estados de uma cadeia de Markov consistem de uma ou
mais classes (comunicaveis) disjuntas.

Uma cadeia de Markov que consiste de uma (nica classe é dita ser

irredutivel.

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 203 / 224



Classes de estados - cont.

Figura 34: Trés classes: {0}, {1,2} e {3}.
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Classes de estados - cont.

Q_O—00—0

Figura 35: Uma classe - cadeia irredutivel.
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Propriedades de recorréncia

Suponha uma cadeia de Markov no estado i. O estado i é dito ser
recorrente se o processo retorna para o estado com probabilidade
1, ou seja

fi = Pr[retornar alguma vez para estado i] = 1 (136)
O estado 7 é dito ser transiente se

fi <1 (137)
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Propriedades de recorréncia - cont.

Recorréncia e transiéncia sdo propriedades de classe:

v Se o estado i é recorrente (transiente) toda a sua classe é
recorrente (transiente);

¢/ Se uma cadeia de Markov é irredutivel ent3o todos os seus
estados ou s3o transientes ou todos s3o recorrentes;

¢/ Os estados de uma cadeia de Markov irredutivel com estados
finitos sdao todos recorrentes.
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Propriedades de recorréncia - cont.

& Outro aspecto que pode ser analisado é que o diagrama de
transicdo e as probabilidades de transicao ndo nulas podem impor
periodicidade na cadeia de Markov.

Dizemos que o estado i tem periodo d se ele apenas ocorre em
instantes de tempo que sdo multiplos de d.

Assim, também dizemos que um estado i é aperiodico se ele tem
periodo d = 1.
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Propriedades de recorréncia - cont.

Periodicidade é uma propriedade de classe.

®» Todos os estados em uma classe tém o mesmo periodo;

®» Uma cadeia de Markov irredutivel é dita ser aperiddica se os

estados na sua classe lnica tem periodo 1;

» Assim, uma cadeia de Markov irredutivel é dita ser periddica

ser seus estados possuem periodo d > 1.
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Propriedades de recorréncia - cont.

Perisédico

Recorrente

AN

Trredutivel

Estados finitos

)

Aperiédico

Transientes +
1 irredutivel

\

Multi-
classes

%

\

Muiltiplos
irredutiveis

Figura 36: Possiveis estruturas para cadeias de Markov.
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Processo de nascimento-e-morte

Um processo de nascimento-e-morte é uma cadeia de Markov
nas quais as transicoes entre estados adjacentes ocorrem como
representado na Figura 37.

Figura 37: Diagrama de transicdo de um processo de

nascimento-e-morte.

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 211 / 224



Processo de nascimento-e-morte - cont.

As equacoes de equilibrio de um processo de nascimento-e-morte
geral sdo dadas por:

AopPo = H1P1, J=0 (138a)
Ajpj = Wj+1Pj+1 = Aj_1pj—1 — pgps,  §=1,2,... (138b)

Com estas equacdes, para haver equilibrio devemos ter
)\j—lpj—l — [jp; = constante (139)
e pela equacdo para j = 0 temos que

Aopo — p1p1 = constante = 0 (140)
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Processo de nascimento-e-morte - cont.

Com isso, temos que
Aj—1Pj—1 — P =0 (141)
o que implica em

pj=ri-pic1, j=1,2,... (142)

N
em que rj = ( L_l)
J

E usando um argumento de induc¢do simples podemos escrever

pj :T’jT’jfl---Tlp07 .] = 1’2"" (143)
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Processo de nascimento-e-morte - cont.

Se definirmos
Rj =Trijrj-1...Mpo € RO = 1, (144)

podemos encontrar py como
o
Z Rj Po = 1 (145)
j=0

Se a série acima converge entdo a distribuicdo estaciondria é dada
por

R

J
Pj =< - (146)
’ ijo R;
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Analise Espectral de Processos Estocasticos




Analise tempo x frequéncia

Em andlise de sinais, uma importante ferramenta é a avaliacdo dos
contetdos de frequéncia que possuem informacado relevante.

No caso dos sinais deterministicos, a ferramenta tipica que é
utilizada é a transformada de Fourier que pode ser escrita como:

X(w) = F{e®)} = / 2(t) - exp(—ut) dt, (147)
em que [ |z(t)|dt < co deve ser satisfeito para a transformagdo

existir.
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Analise tempo x frequéncia - cont.

& Problemas!

Para sinais aleatdrios (estocasticos):

® nio conhecemos os valores dos mesmos pois eles possuem
incerteza;

® para a maioria das realizacdes dos processos, a condicio
de existéncia ndo é satisfeita;

® mesmo quando uma realizacdo que satisfaz a condi¢do de
existéncia, esta realizacdo n3o representa todo o processo;

® na maioria dos casos, as realizacdes de um processo pos-
suem formas irregulares e ndo podem ser representadas
na forma analitica.
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Densidade espectral de poténcia

Para contornar estes problemas é que existe a densidade
espectral de poténcia (DEP). A DEP ent3o considera a
incerteza (aleatoriedade) dos processos e faz uma transformacdo

tempo-frequéncia.

Mas como se define a DEP?

Como considerar a natureza estatistica e uma representacao

geral do processo e ndo apenas de uma realizagdo particular?
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Densidade espectral de poténcia - cont.

Seja um processo estocastico X (t) continuo, estaciondrio e de
média nula. A fun¢do Densidade Espectral de Poténcia (DEP)
de X (t) é definida como:

Sx(w) = §{rx(7)}

(e.9]

_ / Pl Enli= ) o

—00

(148)

Com isso, a DEP é um indicador da distribuicdo da poténcia do
sinal como uma fung¢do da freqiiéncia. A Equagdo (148) é
conhecida como relacdo de Wiener-Khinchin.
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Densidade espectral de poténcia - cont.

Pode-se ainda calcular a correlacdo a partir da funcdo de densidade
espectral, uma vez que a transformada de Fourier é tinica, como

rx(7) = 1{SX( / Sx(w) exp(jwT) dw (149)
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Densidade espectral de poténcia - cont.

Propriedades

©® O valor médio quadratico de um processo WSS é dado

por
B{X*(0) = rx(0) = 5~ / Sx(w) dw  (150)

® A densidade espectral de poténcia de um processo WSS
é sempre nao-negativa

Sx(w) >0 para todo w (151)
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Densidade espectral de poténcia - cont.

Propriedades - cont.

® A densidade espectral de poténcia de um processo WSS

real é uma funcdo par de w
Sx(w) = Sx(—w) (152)

® O valor da densidade espectral de poténcia em w =0 é

(e}

Sx(0) = / rx(r) dr (153)

—00
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Considere o sinal aleatério dado por
X(t) =sin(27 - f1 - t) + A, (154)

em que A ~ N(0,02). Uma realizagio de X () para f; = 150 Hz
e 02 =1 é representada na Figura 38.

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Figura 38: Sinal aleatério - sendide com ruido.
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Exemplo - cont.

Do grafico temporal é muito dificil ter alguma no¢do de quais
frequéncias carregam informacao.

Mas observarmos que a DEP de X (¢) é uma constante j3 que a
correlacdo de um sinal de ruido branco é a funcdo impulso. Além
disso, a transformada de Fourier de uma funcio seno é uma funcdo
impulso na frequéncia de oscilacio.

Finalmente, neste caso, a DEP seria uma combinag3o linear (soma)
das representacdes em frequéncia do seno e do ruido branco.
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Exemplo - cont.

|Sx ()7

I STV S Y |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 39: Representacdo da DEP. Frequéncia com mais informac&o
bem visivel.

© C. C. Cavalcante Processos Estocdsticos 224 / 224



	Caracterização de Processos Aleatórios
	Processos Estacionários e Ergódicos
	Cadeias de Markov
	Análise Espectral de Processos Estocásticos

