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“A teoria da aleatoriedade €, fundamentalmente, uma codificacdo
do bom senso.”

Leonard Mlodinow (O Andar do Bébado, 2008)

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 2 /278



Conteudo do curso

® Introducdo a Probabilidade
® Varidveis Aleatdrias
® Geracdo de Nidmeros Aleatérios

@ Inferéncia Estatistica
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Introducao a Probabilidade



Conceitos basicos

e Probabilistico/Estatistico — “Incertezas” objetivas sdo

mensuraveis

e Ldégica nebulosa (fuzzy) — dificeis de quantizar
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Conceitos basicos - cont.

Experimento aleatério

7

E um experimento cujo resultado ndo pode ser predito/an-
tecipado com certeza antes do experimento ser realizado,
muito embora os possiveis resultados possam eventualmente

ser enumerados.

\.

Exemplos tipicos de experimentos aleatoérios
e Jogar uma moeda ou um dado.
e Retirar uma carta de um baralho.

e Realizar uma medicao de uma variavel.
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Conceitos basicos - cont.

m  Assume-se que o experimento pode ser repetido
infinitas vezes sob as mesmas condicoes.

m |mportante pois teoria de probabilidades estd
interessada no comportamento dos resultados de um
experimento que é repetido muitas vezes.

w A medida que o nimero de repeticdes aumenta,
emergem certos padrées na frequéncia de ocorréncia
dos resultados.

m Uma definicdo completa de um experimento aleatério
requer um definicdo cuidadosa sobre o que chamamos

de resultados do experimento.
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Conceitos basicos - cont.

Espaco amostral e eventos

e O espaco amostral, S, associado com um
experimento é a colecdo de todos os resultados
possiveis do experimento.

e Um evento é o conjunto de pontos amostrais com uma
dada caracteristica particular.

e Eventos sdao simbolizados por letras maitisculas em
itdlico, por exemplo: A, B,C,... ou Ay, As, ....

e Cada ponto amostral é chamado evento simples ou um
elemento do espaco amostral.

e Necessidade de operagdes em conjuntos!
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Conceitos basicos - cont.

S = espaco amostral

Conjunto dos resultados possiveis de um determinado
experimento

moeda: S = {cara,coroa} (espaco discreto)
Exs:  dado: §=1{1,2,3,4,5,6} (espaco discreto)
S={xeR|0<z<1} (espago continuo)
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Conceitos basicos - cont.

F = campo (classe) de Borel

\.

Deve satisfazer

O Fechado em relagdo a complemento

Ae F=AeF

® Fechado quanto a adicao

moeda:
dado:

AeF

BeF } (A+B)er
F = {{cara}, {coroa},S,0}
F = {{par}, {impar}, S, 0}
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Conceitos basicos - cont.

Propriedades de F

QO S € F pois

Ae F=AeF
S=(A+A4)erF
® SeAdc FeBeF=ABecF
Teorema de De Morgan
A-B=A+B
AcFBeFr=(A+B)eF=>A+BecF=A-BeF

® )cF B
Ac F=AcF

AAcF=>0eF

J
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Conceitos basicos - cont.

Conceitos essenciais em conjuntos

& Conjunto: representa uma colecdo de objetos;

& Elemento: qualquer um dos componentes de um
conjunto;

& Pertinéncia: é a caracteristica associada a um elemento
que faz parte de um conjunto - a € A e a ¢ A;

& Cardinalidade: é nimero de elementos de um conjunto
finito;

& Operagoes: unido (U ou +), intersec¢do (N ou -),
complementaridade e diferenca.
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Conceitos basicos - cont.

Operacoes em conjuntos

Unigo Intersecgéo
e
Complemento Subtragao

J
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Eventos probabilisticos

Definicao: Qualquer subconjunto de S que constitui um F

Eventos mutuamente exclusivos (disjuntos)

e E natural pensar que os elementos de espaco amostral

devem ser mutualmente exclusivos ou disjuntos.

e Ou seja, para um dado experimento, a ocorréncia de
um evento exclui a ocorréncia de um outro.

Exemplo: Tirar a sorte no cara ou coroa

A = {cara}

A-B =1 (eventos mutuamente exclusivos)
B = {coroa}

J
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Definicao de probabilidade

Axioma 1 - A probabilidade de um evento A ndo pode
ser negativa: Pr(A4) > 0.

Axioma 2 - O evento S, que inclui todos os resultados
possiveis, deve ter probabilidade unitaria:
Pr(S)=1

Axioma 3 - Para eventos mutuamente exclusivos, a
probabilidade da unido destes eventos é a
soma das probabilidades dos eventos

individuais:

Pr(A i UAU--- A,) =Pr(A;) + Pr(4s) +--- +Pr(4,) (3)
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Definicao de probabilidade - cont.

Probabilidade: definicao axiomatica (cont.)

Logo, esta definicido axiomdtica, em termos de um campo de
Borel é uma fungdo que mapeia o campo em um nidmero real
para mensurar a incerteza. Ou seja, temos

Pr(): F =R (4)
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Definicao de probabilidade - cont.

Probabilidade: definicao axiomatica (cont.)

Com base nos trés axiomas, pode-se fazer a seguinte

definicio:
Probabilidades sdo quantidades numéricas que
quantificam a chance de ocorréncia de eventos, e
que s3o ndo-negativas (axioma 1), aditivas sobre
eventos mutuamente exclusivos (axioma 3) e cujo
valor maximo € igual a 1 sobre todos os resultados
mutuamente exclusivos possiveis (axioma 2).
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Definicoes alternativas de probabilidade

Definicao Classica (a priori)

e A probabilidade de um certo evento A ocorrer, é definida
como:

Possiveis resultados favorecendo o evento A
Pr(A) =

Ndmero total de resultados possiveis

e “Probabilidade de um evento é uma medida numérica da
chance de ocorréncia de um evento de interesse” .

e Exemplo 1: Qual a probabilidade de se tirar o nimero 5 ao
jogar um dado?

e Exemplo 2: Qual a probabilidade de se tirar uma quadra no
poquer? E um straight flush?
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Definicoes alternativas de probabilidade - cont.

Definicao Classica (a priori) - cont.

e Em outras palavras:
"A probabilidade de um evento é o nimero de vezes

em que o resultado desejado pode ocorrer, dividido
pelo total de resultados possiveis”.

e Importante - Na definicdo classica de probabilidade
assumimos implicitamente que os resultados possiveis
tém todos a mesma chance de ocorrer.
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Definicoes alternativas de probabilidade - cont.

Definicdo Freqiientista (a posteriori)

e Suponha que alguém realize o experimento de jogar
uma moeda quatro vezes, obtendo 3 caras e 1 coroa.

e Sendo a freqiiéncia de um evento A definida como o
nimero de observacdes ou ocorréncias de cada evento,
pode-se definir a freqiiéncia relativa, f(A), deste
evento como:

Nimero de ocorréncias do evento A

f(A) =

~ Ndmero total de repeticdes do experimento

© C.C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 19 / 278



Definicoes alternativas de probabilidade - cont.

Definicao Fregiientista (a posteriori) - cont.

o Assim,
3 1
f(cara) = i 0,75 e f(coroa) = 1= 0,25

e Questao: A probabilidade tedrica de se tirar cara ou
coroa nao é % para cada um dos eventos?

e Na verdade, define-se probabilidade no sentido
frequientista como o valor limite de f(a), para um
ntmero infinito de repeticoes do experimento.

e Na pratica, “infinito” é substituido por grande!
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Definicoes alternativas de probabilidade - cont.

o Cldssica (“preditiva”):
na
Pr(A) = —
(4) = 22
em que na é o nimero de possibilidades de ocorréncias
de A e N é o nimero total de ocorréncias

e Freqtiencial
Pr(A) = lim A

N—oo

(aplicagdo maior em eventos discretos)
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Propriedades de probabilidade

O Pr()=0
Pr(A) = Pr(A + 0) = Pr(A) + Pr(0) = Pr(0) =0
® Pr(A) =1-Pr(4)
Pr(S) = Pr(A+ A) = 1 = Pr(A) + Pr(A) = 1 = Pr(A) = 1 — Pr(A)
® Pr(A+ B) =Pr(A) + Pr(B) — Pr(AB)
A+B=A+AB+AB=A+AB

mas A e AB s3o mutuamente exclusivos

® Se AC B= Pr(A) < P(B)
B=A+AB,A-(AB)=10
Pr(B) = Pr(A) + Pr(AB)
>0
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Definicao de probabilidade conjunta

Probabilidade conjunta

E a probabilidade de se obter simultaneamente 2 ou mais
eventos especificos como resultado de um experimento
aleatdrio.

O

e Seja S o espago amostral associado a um certo experimento

Considerando dois eventos

aleatério. Sejam A e B dois eventos de S.

e A probabilidade de se obter o evento A N B na realizacdo do

experimento é denotada por
Pr(ANB)=Pr(AeB)=Pr(A,B)=Pr(4B) (5)
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Definicao de probabilidade conjunta - cont.

fg Considerando n eventos

e Considerando S o espaco amostral associado a um certo
experimento aleatério;

e Sendo Ay, Ay, ..., A,, n eventos de S,

e Assim, a probabilidade de se obter o evento Ay N AsN---NA,
quando da realizacdo do experimento é denotada por

Pr(AlﬂAgﬂ---ﬂAn):Pr(AleAge eAn)
= PI‘(Al,AQ,...,An) (6)
= PI‘(AlAQAn)
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Definicao de probabilidade conjunta - cont.

Considere o experimento de rolar um par de dados sendo um verde
(A) e outro vermelho (B). Considere que A;, i = 1,...,6, sim-
boliza a ocorréncia da face i no dado verde e que B;, j =1,...,6,
denota a ocorréncia da face j no dado vermelho. Determinar as
probabilidades conjuntas Pr(4;, B;), ¢,j =1,2,...,6.

Solucao

e Espaco amostral (S): S = {(4;,B;), 1,7 =1,2,...,6}.
Cardinalidade de S (1S): #S = 36.
Evento de interesse (E;;): E;; = A; N Bj, logo {E;; =1
Assim, Pr(E;;) = Pr(4; N B;) = 22 = L
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Definicao de probabilidade conjunta - cont.

Para o caso em que se deseja calcular a probabilidade
conjunta de dois eventos A; e B;, é comum organizar os valores
das probabilidades Pr(A; N B;) em uma matriz (ou tabela) de

probabilidades conjuntas.

= Para o exemplo anterior, em que 7,57 = 1,...,6, tal tabela é

apresentada a seguir.
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de probabilidade conjunta - cont.
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Tabela 1: Tabela de probabilidades conjuntas.
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Definicao de probabilidade conjunta - cont.

No caso do exemplo, dois dados justos, temos que todos os
eventos sdo equiprovdveis. Assim, a tabela fica como a seguir.

| | By [ Ba [ Bs | Ba | Bs | Bo || Pr(4y) |
A 1 1 01| L 1 | L 1
1 36 36 | 36 | 36 | 36 | 36 6
A 11 01| 1L 1 | L 1
2 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 6
A. 111 11 1 1
3 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 6
A 1 1 01| L 1 | L 1
4 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 6
A 11 01| 1L 1 | L 1
5 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 6
An 1 1 01| 1L 1 | L 1
6 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36 6
1 1 1 1 1 1

Tabela 2: Tabela de probabilidades conjuntas (eventos equiprovaveis).
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Definicao de probabilidade conjunta - cont.

#1 Imagine o experimento de lancar os dois dados do
exemplo anterior 100 vezes e determinar as
probabilidades conjuntas Pr(A;, B;).

#1 Podemos ent3o anotar a frequéncia relativa de cada
evento e calcular as probabilidades conjuntas. Como é
esperado, os valores das probabilidades neste caso

podem ser diferentes.

#1 A tabela de probabilidades conjuntas é mostrada a
seguir. Os valores entre parénteses se referem ao

numero de ocorréncias do evento.
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Definicao de probabilidade conjunta - cont.

| | B B, | By | B B; Bs || Pr(4) ]
Ay ][0,033)[002(2)|001(1)001(1)]002(2)]001(1)] o010
Ay, ][ 0,01 (1) [ 0,01 (1) |002(2) |003(3)]003(3)]002(2] o012
As ][ 0,02(2) [ 001 (1) | 002(2) |001(1)]004(4)]003(3)]| 013
A, ][ 0,01 (1) [ 0,01 (1) |003(3)|002(2)]005(5)]006(6) ]| o018
As ][ 0,01 (1) [ 0,02 (2) | 003 (3) | 0,04 (4)]0,06(6)]007(7) || 023
As ][ 0,02(2) 002 (2) | 002(2)|004(4)]007(7)]007(7) | 0024
Pr(B;) || 0,10 0,09 0,13 0,15 0,27 0,26 1,00

Tabela 3: Tabela de ocorréncia e probabilidade relativa do exemplo

hipotético.

Problema Proposto: Calcular a probabilidade de ocorrer o

ndmero 1 no dado verde (evento A;) e o nimero 3 no dado

vermelho (evento Bs), ou seja, determinar Pr(A;q, Bs).
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Definicao de probabilidade marginal

Probabilidade marginal

e E a probabilidade de ocorréncia do evento 4;, Pr(4;),
independentemente dos resultados dos eventos Bj,
j=1,..,N.

N
Z (Ai, B;) (7)

e De modo similar, a probabilidade marginal de B;,
Pr(B;), é dada por:

N
=1

\. J
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Probabilidade condicional

Probabilidades condicionais

A probabilidade de ocorréncia de A dado que ocorreu
B é dada por:

Por sua vez, a probabilidade de ocorréncia de B dado
que ocorreu A é dada por:
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Probabilidade condicional - cont.

E uma probabilidade?

Pr(A|B) é probabilidade, pois

Pr(AB
v Pr(AB) = 548 >0
v Pr(S|B) =1
v Para
A-C=0= Pr[(A+C)|B] = Pr(A|B) + Pr(C|B)
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Probabilidade de Bayes

Probabilidades de Bayes

Notamos ainda que temos:

Pr(A|B)P(B) = Pr(AB) = Pr(B|A) Pr(A) (10)
O

e Assim, podemos escrever:

Esta expressdo é conhecida como Regra (da
Probabilidade) de Bayes.
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Definicao de eventos independentes

Eventos independentes

e Dois eventos sdo ditos independentes se a ocorréncia
de um deles n3o afeta a ocorréncia do outro.
e Formalmente, os eventos A e B s3o ditos

independentes se

Pr(A n B) =Pr(A-B)="Pr(4) - Pr(B)

(12)
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Definicao

de eventos independentes

Eventos independentes - cont.

Neste caso, eventos independentes, tem-se que as
probabilidades condicionais reduzem-se as
probabilidades marginais:

PI‘(Az|BJ) = PI‘(A,L) (S

PT(B]‘AZ) = PT(BJ)

(13)
(14)
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Independéncia probabilistica

Eventos independentes - cont.

Dois eventos A e B sio independentes se
Pr(A- B) =Pr(A) - Pr(B)

Generalizando (para trés eventos): A, B e C

B
Pr(AC) = Pr(A) - Pr(C) % Pr(ABC) = Pr(A) - Pr(B) - Pr(C)
c
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Independéncia probabilistica - cont.

Propriedades de eventos independentes

® Pr(AB) =
® Pr(AB) =

© Pr(AB) =

Pr(4)
Pr(A) - Pr(B)
Pr(A) - Pr(B) e Pr(AB) = Pr(A) - Pr(B)

& Se A e B s3o independentes, A e B s3o independentes
e A e B também o s3o.
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Probabilidade total

Teorema da probabilidade total

\.

Sejam Al, Ag, Ag, 00

° PT(AZ') > 0,

., A, eventos mutuamente exclusivos

i=1,2,...,n

e BC{A+Ay+---+ A}

A

P

4

| B

4 [4

SRS S

J
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Probabilidade total - cont.

Teorema da probabilidade total - cont.

e Pr(B) =Pr(BA;) + Pr(BA2) + --- + Pr(BA,) pois

mutuamente exclusivos

o Pr(B) = Pr(B|Ay) - Pr(Ay) + - - + Pr(B|A,) - Pr(Ay)

Pr(B) =) Pr(B|4;) - Pr(4;) (15)
=1
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Regra de Bayes

Regra de Bayes

A regra de Bayes é o principio inverso do conceito da proba-
bilidade total. Em termos matematicos tem-se

Pr(4;|B) = o) PridL) (16)

=1

Também chamada de probabilidade a posteriori
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Eventos conjuntos

Eventos conjuntos

\.

Dado S (espago amostral), podemos atribuir diferentes atrib-
utos aos eventos pertencentes a diferentes classes de Borel

S = {$1,$2,...,$n}

{ Ay, Ay, LA, €
B1,Bs,--- B, € F

Exemplo:

S = {Jodo, José, Maria }
(idade,altura)
Rescrevendo:

S = {(10,1.50), (30, 1.80), (32, 1.65)}

J
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Probabilidade marginal - eventos conjuntos

Probabilidade marginal - eventos conjuntos

Ait+ A+ + A4, =81
Bi+ B+ 4+ By =5

P(4;) = ilP(Ai,Bj) n n (17)
P(B) = 3. P(A, ;) 22
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Aplicacoes

Comportamento de um usuario de celular (dispositivo mével)

7

E possivel caracterizar (modelar) o comportamento de um
usudrio de telefone celular através da probabilidade condi-
cional?

Por comportamento entende-se o perfil de utilizagdo do tele-
fone celular por um dado usuério ao longo de um periodo de
tempo (e.g. 1 dia).

Referéncia:

J. Hollmén and V. Tresp (1999). " Call-based fraud detection in mobile
communications networks using a hierarchical regime-switching model", In:Advances
in Neural Information Processing Systems, M. Kearns and S. Solla and D. Cone (Eds.).
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Aplicacoes - cont.

Caracterizacao do problema

\.

Seja X,, € {0,1} o evento indicando se uma determinada
chamada esta em curso no instante n, para um dado usuario.

L (ndo hd chamada em curso no instante n)
g (chamada em curso no instante n)
Interesse nas da condicdo de uma chamada em

diferentes instantes de tempo. Neste modelo, 4 situacdes
sdo possiveis:
® X,-1 =0— X, =1 (Inicio de uma chamada)

@ X,-1=1— X, =0 (Término de uma chamada)
® X,-1=1— X,, =1 (Chamada em andamento)

@ X,_1=0— X, =0 (Ndo-ocorréncia de chamada)

J
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Aplicacoes - cont.

Caracterizacao do problema - cont.

Assim, deseja-se para um dado conjunto de medidas de X,
n=1,...,N, determinar as seguintes probabilidades condi-
cionais:
= po1 = Pr(X,, = 1|X,—1 = 0) (Prob. iniciar chamada)
= p1o = Pr(X,, = 0|X,,—1 = 1) (Prob. terminar chamada)
= p11 = Pr(X,, = 1|X,—1 = 1) (Prob. continuar chamada)
= poo = Pr(X,, = 0|X,,—1 = 0) (Prob. continuar sem
chamada)
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Aplicacoes - cont.

Caracterizacao do problema - cont.

Um usudrio hipotético poderia ter o comportamento repre-
sentado na forma de um sinal binario, conforme mostra figura

abaixo.

Estados

[ 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Instantes de tempo
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico

Em sistemas de comunicacdo, um importante modelo
de canal de comunicacdo conhecido como canal binario

simétrico, ilustrado na figura abaixo.

I—p
0 e< = 0
17\ //
X \\x// Y
p // \\
- ~
1 == e 1
1-p
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

= O canal binario simétrico sé pode transmitir um dentre
2 simbolos (geralmente convencionados como 0 e 1).

= Um canal n3o-bindrio pode transmitir mais de 2
simbolos, possivelmente até infinitos simbolos.

= A transmissao nao é perfeita, e ocasionalmente o
receptor recebe o bit errado.

= A probabilidade de erro de um bit é p.

= Este canal é freqlientemente usado em
telecomunicagdes por ser um dos modelos de canal
ruidoso mais simples de analisar.
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

e Seja X € {0,1} um evento probabilistico referente a

transmissdo de um bit por um canal ruidoso do tipo
binario simétrico.

e Seja Y € {0,1} o evento correspondente a recep¢do do

bit transmitido.

© C.C. Cavalcante
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

Esquematicamente, o sistema completo seria representado
como na figura abaixo

I_ TRANSMISSOR -

Fonte de Codificador Codificador Multplex Modulador "Spread”em Miltiplo
Inlormdgdu de Fonte de Canal P Freqiiéncia Acesso I

Miltiplo "Despread” . Decodificador Decodificador Estimativa da
A em Demodulador Demultiplex o Canal ek Tnfommacd
cesso Fregiiéncia e Canal e Fonte nformagio

L RECEPTOR I
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

O canal bindrio simétrico é caracterizado por probabilidades

condicionais:

5> Pr(Y =0[X=0)=1—p
> PrY =0X=1)=p
> Pr(Y = 1|X = 0) = p
>Pr(Y=1X=1)=1-p
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

Uma questido de interesse para o caso de um canal bindario
simétrico (CBS) é verificar a

Esta probabilidade de erro é determinada pela combinacio
das probabilidade de erro de cada um dos bits, o que é dado
pela expressdo abaixo:

P=Pr(Y =1,X =0) + Pr(Y =0, X = 1)
=Pr(Y =1X=0)-Pr(X =0) + (18)
+Pr(Y =0X=1)-Pr(X=1)
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

Assumindo as probabilidades de transmiss3o para os bits ‘0" e
"1’ como sendo Pr(X = 0) = mp e Pr(X = 1) = m;, teremos
a seguinte expressiao para a probabilidade de erro:

Po=p-mo+p-m=p-(mo+m)=p (19)
=1
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

Uma outra questao importante em sistemas de comunica¢io
é fazer uma inferéncia sobre o bit transmitido, a partir da
observacdo do bit recebido.

Neste quesito, por exemplo, se for recebido um bit ‘1’, dadas
as probabilidades condicionais das transicoes, podemos estar
interessados (também como exemplo) na probabilidade de ter
sido enviado um bit ‘0’, neste caso.

Uma forma de responder esta questdo é através da
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Aplicacoes - cont.

Canal binario simétrico - cont.

Neste caso mencionado teriamos a seguinte expressao:

Pr(Y =1 X =0)-Pr(X =1)

Pr(X =0y = 1) = R

em que temos, pela regra da probabilidade total

Pr(Y =1)=» Pr(Y =1|X =) -Pr(X =1)
=0

(20)

(21)
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Aplicacoes - cont.

Canal binario nao-simétrico
E no caso do canal n3o ser simétrico e ter as probabilidades
condicionais de erro para cada um dos bits diferentes?

1—-p
0 e< o 0
\\ //
q /><\
- ~
// \\
1 o= ~e 1
1—g¢q

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 57 / 278



Variaveis Aleatodrias



Variaveis

A primeira pergunta importante: o que s3o varidveis?

Temos uma boa nocdo sobre isso no estudo de funcdes. Por
exemplo, em
flz)=2>+22 -1

temos que x € normalmente o que chamamos de variavel.

? Outra questao importante
Mas o que significa uma varidvel aleatoria?
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Espaco amostral e resultados

Descricao

O espaco amostral S correspondente ao langamento de uma

moeda honesta trés vezes seguidas é definido como
§={CCC,CCK,CKC,CKK,KCC,KCK,KKC, KKK}

em que C' = coroa e K = cara.

m Problema: a representacdo dos resultados é simbdlica;

- Mais problema: uma representacao é dita simbdlica quando
nao podemos utilizd-la para realizar operacGes matematicas;

™ & Por exemplo, a soma do resultado C'CC com KKK n3o
faz sentido algum.
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Espaco amostral e resultados - cont.

Importante!

® Na prética, entretanto, muitos problemas de interesse
para engenharia requerem que os resultados sejam
representados em forma nidmerica.

N A representacio de um resultado é dita
quando podemos utiliza-la para realizar operacdes

matematicas.

Pergunta

7

¢ E possivel sair de uma representacdo simbdlica de even-
tos probabilisticos para uma representacdo numérica mais ad-

equada com a realidade da engenharia?
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Variavel aleatodria

Descricao

Varidvel aleatéria pode ser entendida como o resultado
numérico da operacdo de um mecanismo n3o-deterministico
ou execu¢ao de um experimento ndo-deterministico para gerar
um valor aleatério. Ao contrario da pratica comum com out-
ras varidveis matematicas,

; uma variavel aleatéria n3o descreve
o valor atual de uma realizacdo de um evento particular, mas
descreve o possivel, ainda que indeterminado, resultado em

termos de ndmeros reais.
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Variavel aleatoria - cont.

Y

Figura 1: Definicdo de varidvel aleatdria.
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Variavel aleatoria - cont.

Lancando uma moeda:
S = {cara, coroa}
X(cara) =0 = Pr(0) = Pr(cara)
X(coroa) =1 = Pr(1) = Pr(coroa)
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Variavel aleatoria - cont.

Definicao

Varidvel aleatdria (v.a.) é qualquer fungdo definida no espago

amostral S tal que:

(X():SoR|X(A) € (~00,a],Ac St e F (22)

Deve-se notar que
@® Dominio da funcdo X é S.

® Imagem da fungdo X € a reta dos nimeros reais.

® Como toda funcdo, a cada resultado A € S corresponde
exatamente um valor z = X (A). Ou seja, X(-) é uma fungdo
sobrejetora.

® Porém, valores diferentes de A podem levar ao mesmo .
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Variavel aleatoria - cont.

Exemplo 1: Lancamento de uma moeda

e Representacdo simbdlica: S = {cara, coroa}.

e Representagdo numérica: X (cara) = 0 e X(coroa) = 1.
Logo, o conjunto-imagem de X é Ry = {z : z =0, 1}.

& S={CCC,CCK,CKC,CKK,KCC,KCK,KKC,KKK?}.
@ Seja X o nimero de caras, ent3o:
X({Cco)=0, X(CCK)=1, X(CKC)=1
X(CKK)=2, X(KCC)=1, X(KCK)=2
X(KKC)=2, X(KKK)=3
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Variavel aleatoria - cont.

Exemplo 2: Lancamento de uma moeda trés vezes -
cont.

cce
CCK

CKC

KCC e

KKC
KCK

CKK
KKK

L J0)

2
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Variavel aleatoria - cont.

Quando o resultado em S jd é a caracteristica numérica de-

sejada, entao

z=X(A)=A (fungdo identidade) (23)

Exemplo 3: Tempo até primeira falha de um equipa-
mento

- S={t:teR,t>0}.

= Se X é o tempo até a (primeira) falha do equipamento,

entao
r=X(t)=t (24)

\.

J
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Variavel aleatoria - cont.

Observacoes importantes

e Pela definicdo dada, uma VA n3o é uma variavel de fato, mas

sim uma fung¢3o.

e Na prdtica, consideramos como VA qualquer grandeza cujo
valor estd sujeito a variagdes (flutuagdes) aleatdrias.

e Essas flutuacgdes aleatdrias recebem o nome genérico de ruido
aleatério.

e Por exemplo, o valor tedrico (nominal) da tensdo em uma

tomada da sua casa é 220 Volts.

e Contudo, se formos medir com o instrumento adequado, pode

ser que ndo observemos exatamente este valor. Por qué?
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Variavel aleatoria - cont.

Observacoes importantes - cont.

e Por causa das flutuacdes aleatdrias, que podem ter uma série
de causas, tais como

® Carga elétrica pendurada na rede de energia.

® Afericdo inadequada do equipamento de medicio.

® Localizacdo de sua casa ao longo da linha de transmiss3o.
® Falha na rede de distribuic3o.

® Erro do operador, dentre outras causas.

e O melhor que podemos fazer é tentar diminuir a influéncia
que os fendmenos fisicos que causam as flutuacdes exercem
sobre o processo de medicao da varidvel.
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Variavel aleatoria - cont.

Observacdes importantes - cont.

E dtil entender a definicdo de VA através das seguintes
associacoes:

w A varidvel a ser medida é representada por X. Esta varidvel é
aleatdria devido a flutuagdes que distorcem o seu valor.

w  As flutuacdes, na verdade, s3o resultantes de um acontecimento
aleatdrio que ocorrem em S, cujo resultado n3o sabemos de
antemao.

» Podemos afirmar que S é o espaco do eventos nao-observaveis.

w» Um evento qualquer em S é simbolizado por A. E o efeito da
ocorréncia de A no mundo observavel é representado pelo valor
medido X (A), que é o valor mostrado pelo equipamento.
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Variavel aleatoria - cont.

Eventos definidos em termos de variaveis aleatdrias

m Se X é uma VA e x € um nimero real fixo, podemos definir

o evento (X = x) como
(X=z)={A: X(A) = z}. (25)

m De modo semelhante, para nimeros fixos =, x1 e x9, tal
que x1 < x2, podemos definir os seguintes eventos:

(X<z) = {A:X(A) <z} (26)

(X>z) = {A:X(A) >z} (27)
(331<X§332) = {A:w1<X(A)§332} (28)
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Variavel aleatoria - cont.

Probabilidades em termos de variaveis aleatdrias

da seguinte forma:

Os eventos anteriores tém probabilidades que s3o denotadas

) = Pr{A:X(A) =
) Pr{A: X(A)
) = Pr{A:X(A)
)

= Pr{d:z; < X(
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Variavel aleatoria - cont.

Varidveis aleatdrias continuas e discretas

e Uma VA é dita discreta se ela puder assumir apenas valores (niveis)
especificos.

e Uma forma de identificar uma varidvel aleatéria discreta é através
do conjunto universo de X . Se este conjunto for enumerdvel*, finito
ou infinito, entdo X é uma VA discreta.

e Uma VA é dita continua se ela puder assumir qualquer valor dentro
de seu conjunto universo.

e Uma forma de identificar uma varidvel aleatdria discreta é através
do conjunto universo de X . Se este conjunto for ndo-enumeravel,
entdo X é uma VA continua.

1 . 2 1R . N
Um conjunto é dito enumerdvel se os seus elementos puderem ser colocados em correspondéncia um-para-um
com os niimeros naturais.
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Variavel aleatoria - cont.

Exemplo resolvido

e Seja X a soma dos nimeros das faces resultantes do lancamento de

dois dados honestos.

e Se A; é a face resultante de um dos dados e B; é a face resultante

para o outro, entdo X

e Assim, as probabilidades para os possiveis valores de X s3o:

Pr(X =2) =
Pr(X =3) =
Pr(X =4) =
Pr(X =5) =
Pr(X =6) =
Pr(X =7 =
Pr(X =8) =
Pr(X =9) =
Pr(X =10) =
Pr(X =11) =
Pr(X =12) =

© C. C. Cavalcante

Pr{(1,1)} =1/36

Pr{(1,2),(2,1)} = 2/36

Pr{(1, 3),(3,1),(2,2)} = 3/36
Pr{(1,4),(2,3),(3,2),(4,1)} = 4/36
Pr{(1,5), (2, 4), (3, 3),(4,2),(5,1)} = 5/36
Pr{(1,6),(2,5),(3,4),(4,3),(5,2),(6,1)} = 6/36
Pr{(2,6),(3,5), (4,4), (5,3),(6,2)} =5/36
Pr{(3,6), (4,5),(5,4),(6,3)} = 4/36
Pr{(4,6), (5,5),(6,4)} = 3/36
Pr{(5,6),(6,5)} = 2/36

Pr{(6,6)} = 1/36
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Variavel aleatoria - cont.

O que podemos dizer sobre uma varidvel aleatéria?

@ S6 porque uma VA tem um comportamento pontualmente
imprevisivel, isto ndo quer dizer que seu comportamento
global n3o obedeca certos padrées numéricos.

® Estes padrdes refletem como o valor de uma certa grandeza
fisica se distribui na reta dos niimeros reais.

® H3 diferentes padroes de distribuicdo de valores de uma VA.

® Estes padrdes sdo formalizados matematicamente na forma de
leis probabilisticas, que quantificam as probabilidades de
ocorréncia de valores de uma certa VA:
w funcdo de distribuicdo cumulativa de probabilidade (cdf);
w funcdo de densidade de probabilidade (pdf).
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Funcao distribuicao cumulativa de probabilidade

Funcdo que mede a probabilidade acumulada até certo valor.

Definicao da cdf

Fx(z) £ Pr{X <z}

(33)

Exemplo: Distribuicdo uniforme

)

, sexr <a
Fx(z) T sea<z<b
1, sex >0 R
x
© C. C. Cavalcante
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Funcao distribuicao cumulativa de probabilidade - cont.

Propriedades da cdf

0 F(x) >0, Vz

Fx(—00) =Pr(X < —o0) = lim Pr(X <z)=0
T—r—00

Fx(400) =Pr(X < +o00) = lir_i{l Pr(X <z)=1
T—r1+00

Pr{z; < X < a9} = Fx(x2) — Fx(x1)
Pr(X >z1)=1—- Fx(z1)

Se x1 < x9, entdo Fx(z1) < Fx(x2), ou seja, a cdf é

®@ @ & @ ©

monotonica nao-decrescente

=

A FDA é continua a direita. Isto é, para todo x e todo
d < 0, temos lims_,o [Fx (2 + 0) — Fx(x)] = 0.
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Funcao distribuicao cumulativa de probabilidade - cont.

08

04

02
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Funcao densidade de probabilidade

Fun¢do que mede a distribuicao (variagido) da probabilidade no
espaco de ocorréncia da v.a.

Definicao da pdf

—Fx () (34)

Exemplo: Distribuicdo uniforme
Fx(z) px(z)

N S N
1| poomeeoooes b—a

\4

; 0 a b T
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Funcao densidade de probabilidade - cont.

Propriedades da pdf

@ Fx(e)= | px(€) dt

—00

® ['x(x) é monotdnico ndo-decrescente = () = 0
® Pr{X>z}=1-Fx(z)=1-Pr{X <z}

O Pr{r < X <9} = Fx(z2) — Fx(x1) pr dg§

x1
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Variaveis aleatorias discretas

Dificuldade

Neste caso, as varidveis admitem valores somente em de-
terminados instantes de tempo. Mas o que ocorre com as
probabilidades?

P
px(® Funcdo 0(+) de Dirac (impulso)
P -
7’ J F(®)8(t — to) dt = £(to)
5(t)§ "
J o) dt =
L1 T2 3 z
i) = pr u(t),em que u(t)é a fungdo degrau unitdrio
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Variaveis aleatorias discretas - cont.

Logo, teremos

N
px(x) = ZPr{X =x;} - 0(x — x;)

i=1

T N T
Fx(@) = [ px(©) de =Y Pr{X =z} - [ 8¢ ) e
i=1 .

—0o0

Mas sabe-se que
0, sex<uwx
[ ae-= d&z{

1, sex>ux;
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Variaveis aleatorias discretas - cont.

pdf
pX(fE) A P2
A
Py
P
X1 T2 I3
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Variaveis aleatorias discretas - cont.

cdf
Fx(l')“
R R R e e
Py
Py + Py pommmmmmmm e
2
e e I S S
I

1 T x3 x
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Funcao de densidade de probabilidade gaussiana

Seja X uma v.a., X é dito ter distribuicdo de probabilidade
gaussiana, ou normal, se sua densidade de probabilidade pode

ser escrita da seguinte forma
1 (& —p)?
B) = -exp | ———— 35
px(a) = —— -exp ( -~ (35)

Notacao usual:

X ~N (u,0?)

R © — média
Parametros 5 o
0“ — variancia
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pdf gaussiana - cont.

Normalizacao

() = — .exp(_z;> (36)

Funcao erro

cdf da distribuicdo gaussiana normalizada

erf(x) = Fz(z) = Pr{Z < x}
= \/% /m exp (—%2) dz (37)
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pdf gaussiana - cont.

© C. C. Cavalcante
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Variaveis aleatdrias bidimensionais

Funcao distribuicao de probabilidade conjunta

FX’y(LE,y):PI‘{XSSC,YSy} (38)

interseccido

(X<a, Y<yb={weS|[Xw),Yw)eD}

emque D ={ (X,Y)|X € (—o0,2],Y € (—0,y] }

Y4
y

(39)

NV

D xZ
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Variaveis aleatdrias bidimensionais - cont.

Propriedades distribuicoes conjuntas

(1] FX’y(—

py(y) =

® Fyy(x,—o0
(3] ny(oo o0) =1

00,y) =0

) =0

(4] Fyy(z,00) = Fx(z) distribuicbes marginais
Fxy(c0,y) = Fy(y)
z Y
QFnyy f pr,Ya,B)dad/B
px(x) = [ pxy(z,y) dy
@ —0o0

o0

f pX,Y(x7 y) dx

—00
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Variaveis aleatoérias independentes

Definicao

Sejam X e Y v.a.'s. Elas sdo independentes se:

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy (y) (40)

Fxy(z,y) =Pr{ X <zY <y}
=Pr{X <z} -Pr{Y <y}
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Variaveis aleatdrias independentes - cont.

Logo, para as densidades conjuntas temos:

pxy(z,y) = px(x) - py (y) (41)
pois
82
pxy(z,y) = pp 8yFX,Y(9€7y)
0?2 0 0
= 92 0y (Fx(x)- Fy(y)) = %FX : 6_yFY

= px(z) - py(y)

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 91 / 278



Representacao de variaveis aleatérias

Uma vez que, como ja discutido, as varidveis aleatdrias ndo podem
ter um valor associado por se tratarem de representacdes de
experimentos ndo-deterministicos, faz-se necessdrio métodos de

representacdo das v.a.
Algumas destas representacoes:
@ Fungdo densidade de probabilidade (pdf)

@ Fungdo de distribuicdo cumulativa (cdf)

@ Histograma
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Representacao de variaveis aleatodrias - cont.

Histograma

7

E uma representacio da das varidveis no espa¢o

amostral em relagdo ao nimero de ocorréncias.
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Representacao de variaveis aleatodrias - cont.

O histograma serve entdo para comparar com determinadas
distribuicdes conhecidas e verificar qudo préxima (ou qudo
diferente) é a distribuicdo dos dados com uma distribuicdo

qualquer.

Gaussiana
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Representacao de variaveis aleatodrias - cont.

Passo 1 - Calcular, a partir do conjunto de dados, o
range (dominio) da varidvel
[menor valor, maior valor];

Passo 2 - Definir em quantos M intervalos (bins) sera
observada a varidvel;

Passo 3 - Para cada intervalo Az;, i =1,..., M,
determinar:

C(Az;) = No. de observagdes de X € Ax;

Passo 4 - Desenhar o gréfico de barras C'(Ax;) x Ax;.
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Medidas estatisticas

Sdo estatisticas de uma varidvel aleatdria capazes de repre-

sentar seu comportamento probabilistico.

ﬁ Momentos sdo as mensura¢bes para quantificar o

comportamento de uma varidvel aleatéria.

f Os infinitos momentos estatisticos definem a funcdo de
densidade de probabilidade.
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Medidas estatisticas - cont.

Também chamada de esperanca matematica, valor esperado,
momento de 1% ordem, é definido como

(42)

para X ~ v.a. continua
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Medidas estatisticas - cont.

Para X discreta temos

p=E{X}2 > z Pr{X =} (43)

1=—00

¢ Pergunta: Num jogo de moeda, qual a média? E no caso de
uma distribui¢do uniforme entre [0, 1]?
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Medidas estatisticas - cont.

Interpretacoes da média

= A média é o ponto de equilibrio da curva da densidade de
probabilidade: 50% dos eventos possiveis é menor que a
média e os 50% restantes sdo maiores que a média.

s

= E uma aproximag¢do (grosseira) do valor a ser obtido quando
nao se conhece nada da distribuicao.

= Se px(x) for simétrico em relagdo a um valor z = a =
E{X} =a.
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Medidas estatisticas - cont.

0.35

0.3

0.25

0.2

px ()

0.15

0.1 -

0.05 -

Figura 2: Distribuicdo de Rayleigh e sua média.
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Medidas estatisticas - cont.

Propriedades da média

® E{X +Y}=E{X}+E{Y}
® E{X Y}=FE{X} E{Y}seXeY

sdo v.a.'s independentes

© E{f(X,V)}= | | flz.y)pxy(z,y) dody

—00 —O0

® Se X e Y sdo independentes
E{f(X)-9(Y)} = E{f(X)}  E{g(Y)}

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 101 / 278



Medidas estatisticas - cont.

Momentos de ordem k&

oo

g = E{Xk} = / ¥ px(z) dx (44)

— 00

e Os momentos de uma varidvel aleatéria s3o uma

representacdo da pdf da varidvel

A coletanea dos infinitos momentos da v.a. definem sua pdf

Algumas distribui¢cdes possuem alguns momentos nulos

A estimativa de momentos cresce em complexidade e decresce

em precisdo com o aumento direto de k
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Medidas estatisticas - cont.

Momentos centrados

Uma importante medida estatistica é avaliar o comporta-
mento da v.a. em torno da média. Assim, define-se o mo-
mento centrado de ordem k como sendo
o0
a=B{(X -t} = [@-nf pxx)da  @5)

—00

De particular interesse: variancia (02 = E {(X — p)?} > 0)

Se px(x) é simétrica em relagdo a média, temos que ¢x = 0
para Vk impar!
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Medidas estatisticas - cont.

& E possivel escrever os momentos centrados em fung¢do dos
momentos!

o? = E{(X — p)*}
= E{X?-2Xp+ u?}

=E{X’} -2 -E{X}-p+u’ (46)
=E{Xx*} - (E{X})
= g — 2

Férmula para achar outros momentos?
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Medidas estatisticas - cont.

Conhecendo-se a média e a varidncia de uma v.a. X
(n=E{X},0? = E{(X — p)?}) deseja-se achar E{X?} em
funcdo de p e o2.

Aproximando X3 em série de Taylor

i1 dk X3
HAxk
kI dX

u3 + 3% (X — ) +3p - (X — p)® + (X — p)?

(X —p)?
X=p

Aplicando-se o operador esperanca

0
E{X*} = * +3u - E{O=T] + 3y~ B{(X — 1)}

= 4° + 3po’

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 105 / 278



Medidas estatisticas - cont.

Resultado importante

| MZkZMi) k:172a37"' I

Prova: Como FE {(Xk — a)2} >0, Va, temos
E{x*}-2.aB {x"} + E{a?} >0

M2k—2-auk+a220 Vo

= discriminante <0
Ap — Apop <0

fiy < ok

(47)

o® —2-app + gk >0 Vo (equagdo de 2a ordem)
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Desigualdades

Desigualdade de Markov

Seja X uma v.a. tal que px(z) =0sex <0

(48)

@ Mensuracdo da probabilidade da v.a. assumir valores que sao

relacionados a média daquela varidvel, que sé possui valores

positivos.
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Desigualdades - cont.

Prova - Desigualdade de Markov

Pr{X > au} = /px(x) dz

ap
oo

—o0

oo

uZ/x-px(x) dx >

ap ap

\8

> au/px(x) dr = Pr{X > au} <
ap

Pr{X>apu}

pw=E{X}= /x-px(x)dx:/x-px(x)dx
0

ap - px(x) dz

—_

o
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Desigualdades - cont.

Desigualdade de Chebyshev

Seja X uma v.a. com distribuicio qualquer, entdo

02

Pri{X—p>ed<Z, e>0 (49)

€2’

@ Mensuracdo da probabilidade de uma v.a. em torno de sua

média, como fun¢do de sua variancia.
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Desigualdades - cont.

Prova - Desigualdade de Chebyshev

% = / (@ —p)? - px(z) do
p—e ;:-&-e )
- / (@ — w)? px(z) do + / (@ — w)? px(z) do + / (@ — w)?  px(z) do
— 00 H—E€ pte

€

pn—
o? > /(m w? px(x dx—i—/ (x — p)?  px(x) dx

pte
p—e oo
2 2 2
o° > /e -px (z) dx—i—/e -px (z) dx
—00 e
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Desigualdades - cont.

Prova - Desigualdade de Chebyshev - cont.

= o)
o?
=2 / ) dx + / x(x) dz
Ht-e
Pr{X<pu—e} Pr{X>p+e}

2
o
6—22Pr{X—,u§—e}~|—Pr{X—uZe}

0.2
=2 Pr{|X — u| > €}

p—e€ [T pte
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Funcoes caracteristica

Primeira funcao caracteristica

px(x) - exp(jwz) dx (50)

Representacdo da v.a. no dominio da frequéncia.
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Funcoes caracteristica - cont.

Importante

B e [ px(a) - exp(—juw) da

C(—w) = §{px(z)} (transformada de Fourier de
px(z))
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Funcoes caracteristica - cont.

Importante - cont.

Notacdo
Px(w) = Flox(@)} = / px(z) - exp(—uwe) de
— E{exp(—jwX)}
Assim

(e.0]

/ Px(w) - exp(jwz) dw

—00

(51)

(52)
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Funcoes caracteristica - cont.

No caso de termos varidveis aleatérias discretas, a definicao é

essecialmente a mesma, levando em conta apenas a existéncia de

probabilidade para certos pontos no espaco.

Primeira funcao caracteristica - Variaveis discretas

Px(w) = Z Pr{X = z;} - exp (—jwx;)

1=—00

= E{exp(—jwX)}

(53)
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Funcoes caracteristica - cont.

Propriedades Px(w)

0 |Px(w)| <1

Prova:
|Px (w)| = L

\8

8

oo

—oo

(desigualdade de Schwartz)
® Px(0)=1

px(z) - exp(—jwz) dx

< / Ipx (x)] - | exp(—jwz)| dz = /px(x) dx
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Funcoes caracteristica - cont.

Funcao geradora de momentos

(—jwX)*

k=—o00

it k!
E{exp(—jwz)} = i (zgew)® ‘E{X*}

1223

(o]
exp(—ij) = Z T (Série de Taylor em torno de X = 0)

O (—iw)k . Xk
Px (w) = E{exp(—jwz)} = E { 3 (Zgw)” - X*
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Funcoes caracteristica - cont.

Funcao geradora de momentos - cont.

Ainda i
2. d*Px(w) 1 -
k=0 w=
Logo
2. d*Px(w) WS e W
ZW ZO'HZZM'(—J)'H
k=0 w k=0
e assim
. — ) k L ———
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Funcoes caracteristica - cont.

Exemplo

Sejam X e Y v.a.s independentes com px(z) e py(y) conhecidas. Se
Z=X+Y,pz(z)="

Solucao

Py(w) = B{exp(—jwZ)} = E{exp[—jw(X + Y)]}

/ / exp(—jewX) - exp(—ger) - px,v (%) di dy

/exp(—ij)~px(w) dx - /eXp(—ij)~py(y) dy

E{exp(—jwX)} E{exp(—jwY)}
Pz(w) = Px(w) - Pr(w)
pz(2) = px () *x py (y)

\.

J
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Funcoes caracteristica - cont.

Segunda funcao caracteristica

¥(w) = In[Px (w)] (56)

Importante
e A segunda fungdo caracteristica é também chamada de
funcao geradora de cumulantes

e Os cumulantes s3o de extrema importancia na
caracterizacdo estatistica de uma v.a.
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Cumulantes

Os cumulantes foram inicialmente introduzidos pelo astrénomo,
contador, matematico e estaticista dinamarqués Thorvald N. Thiele
(1838-1910) que os denominou semi-invariantes.

O termo cumulante surgiu pela primeira vez em 1931 no artigo
“The Derivation of the Pattern Formulae of Two-Way Partitions
from Those of Simpler Patterns”, Proceedings of the London Math-
ematical Society, Series 2, vol. 33, pp. 195-208, publicado pelo ge-
neticista e estaticista Sir Ronald Fisher e o estaticista John Wishart,
eponimo da distribuicdo de Wishart.

O historiador Stephen Stigler comenta que o termo cumulante foi
sugerido a Fisher numa carta de Harold Hotelling. Em um outro
artigo publicado em 1929, Fisher chamou-os de fun¢des de momen-
tos cumulativos.
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Cumulantes - cont.

O cumulante de ordem k é definido como

(57)
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Cumulantes - cont.

Propriedades dos cumulantes

1. Invariancia e equivariancia

k(Y +a) = k1 (V) + «
Iﬁ:k(Y—f—OA) = sz(Y)

sendo v uma constante qualquer.

2. Homogeneidade (ou multilinearidade)

rr(@Y) = a® -k (Y)
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Cumulantes - cont.

Propriedades dos cumulantes - cont.

3. Aditividade
k(X +Y) = k5 (X) + ri(Y)

se X e Y s3o v.a.s independentes

© C.C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 124 / 278



Cumulantes - cont.

Cumulantes e momentos

Os cumulantes s3o relacionados com os momentos através
da seguinte recurs3o:
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Cumulantes - cont.

Cumulantes e momentos - cont.

Desta forma, o k—ésimo momento € um polindmio de grau
k dos k primeiros cumulantes, dados, para o caso em que
k=1,...,6, na seguinte forma:

M1 = K1

p2 = k2 + fi%

w3 = k3 + 3KaKk1 + H?

pa = kg + 4Kk3Kr1 + 3/@% + GKQK% + /-511

w5 = K5 + draky + 10Kk3K2 + 10/13,%% + 15%%&1 + 10%2&‘1’

e = kg + 6K5Kk1 + 1DKgko + 15/14%;% + 10%% + 60Kk3KoK1+
20K3K5 + 15K3 4 45K2K2 4 15K9k7 + KS.

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 126 / 278



DistribuicGes importantes (continuas)

Distribuicao uniforme

S = [a, b
1
px(2) = 3—,
a<z<b
a+ b—a)?
B{X} = — 03{—(12)
_ exp(—jwb) — exp(—juwa)
Px(w) = —jw(a —b)
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DistribuicGes importantes (continuas)

Distribuicao uniforme - cont.

px(z) A

= ?
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao exponencial

S =[0,00)
px(x) = Nexp(—Ax),
x>0,A>0

1 , 1
A
P —_
x (@) A+ jw
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao exponencial - cont.

25

05
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao gaussiana

S = (=00, 00)
px(z) = 21770 exp (—%> )

—oc0o < x < 00,0 >0
E{X}=u 0% = o?

—jpw — 02w2>

Px(w) = exp ( 5
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao gaussiana - cont.

p=1,

g =

px ()

0.2

0.18 -

0.16

0.14 -

0.12

0.1

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0.02 -
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao Gamma

S =(0,00)
1

Px(*) = S R <_§> ’

x>0, a>0, A>0
E{X}=a -\ ox=a-\

Pre) = o0 ({5
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao Gamma - cont.

a =3,

A=5H

px ()

0.06

0.05 -

0.04 -

0.03 -

0.02 -

0.01

20 30

40 50
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao de Rayleigh

S =[0,00)
e 22
px(w)ZF'exp T952 )
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao de Rayleigh - cont.

08

06

px ()

0.4

0.2H
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao de Cauchy

S = (—00,00)
o/
Pxo) =

—o<zxr<oo,a>0
Média e variancia ndo sdo definidas

Px(w) = exp(—alw])
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao de Cauchy - cont.

a=0.5

px ()
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao laplaciana

S = (—00,00)
aexp(—alz
—co<xr<oo, a>0
2
E{X}=0 %=
{ } Ox 02
2
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DistribuicGes importantes (continuas) - cont.

Distribuicao laplaciana - cont.

09

08

07

06

05

px(z)

04r

03

02

01
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DistribuicGes importantes (discretas)

Distribuicao de Bernoulli

S=0,1
Pr(0)=¢=1-p, Pr(l)=p, 0<p<1
E{X}=p ox=p(1-p)

px(z) A

3

O —
\4
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DistribuicGes importantes (discretas) - cont.

Distribuicao binomial
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DistribuicGes importantes (discretas) - cont.

Distribuicao binomial - cont.

n =40
0.14 T
'}
)
0.12 Ql¢
0 ollle
—
o 0osr
~—
< o05]
ISH
0.04}
002} T
0 hu
0 5 10 15 20 25 30 35 40
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DistribuicGes importantes (discretas) - cont.

Distribuicao binomial negativa

S=r,r+1,..., em quer é um inteiro positivo
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DistribuicGes importantes (discretas) - cont.

Distribuicao binomial negativa - cont.

0.09

008 e

0.07 -

0.06 -

0.05

0.04

px ()

0.03

0.02

_,,ﬂlﬂ

0.01
0 5 10

il
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DistribuicGes importantes (discretas) - cont.

Distribuicao de Poisson

Pr(k) =

k
k!

§=01,2,...

& exp(—a), k=0,1,2,...

E{X} =« ox =«

a>0
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DistribuicGes importantes (discretas) - cont.

Distribuicao de Poisson - cont.

0.14

012 -

0.1 -

0.08 -

0.06 -

0.04 -

0 5 10 15

iy 2
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Correlacao e covariancia

Correlacao

e (59)
B / / r-y-pxy(z,y) dedy

Correlagdo é uma medida de quanto de informagdo (relagdo)
uma varidvel aleatéria tem de outra. A correlacdo assume valores

na faixa (—o0, 00).

Covariancia

cov(X,Y) £ B{[X —p(X)] - [Y —p(Y)]}  (60)
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Correlacao e covariancia - cont.

Propriedades

1. cov(X,Y)=E{X - Y} — pu(X)u(Y)
cov(X,Y) = E{[X — p(X)] - [Y — u(Y)]}
=E{XY — Xu(Y) — p(X)Y + p(X)u(Y)}
= E{XY} - E{X}u(Y) - E{Y}u(X) + p(X)p(Y
= E{XY} — u(X)u(Y) — p(Y)u(X) + p(X)pu(Y)
=R(X,Y) = p(X)u(Y)
2. Se X e Y forem independentes

E{XY} = B{X} - B{Y} = u(X)u(Y)
= cov(X,Y)=0
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Variaveis aleatdrias

Propriedades - cont.

3. Dizemos que X e Y s3o descorrelacionados se e
somente se
cov(X,Y)=0

4. Quando X =Y
cov(X, X) = E{X - X} — p(X)u(X)
= E{X?} - E*{X} =o%

5. Se cov(X,Y) = 0 ndo implica que X e Y sdo
independentes
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Correlacao e covariancia - cont.

Exemplo

 ~ v.a. uniforme entre [0, 27]

X = sin(0)
Y = cos(6)

cov(X,Y) = B{XY} — E{X}E{Y}
E{X}=0 e E{Y}=0

27
E{XY} = E{sin(f) - cos(f)} = / % sin(f) - cos(f) df =0
0

cov(X,Y) = 0 ndo implica X e Y independentes!
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Correlacao e covariancia - cont.

Coeficiente de correlacao

cov(X,Y
oy & X Y) (61)
ox -0y

& Limitar os valores da correlagdo/covaridncia para facilitar a
comparacao.

Propriedade

loxy| <1
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Correlacao e covariancia - cont.

Propriedade (prova)

E {[a(X - u(X)) = (Y = u(Y))]?} 20, Vo
E{a®(X — p(X))* + (Y — p(Y))?

=2 (X — p(X))Y —u(Y))} 20, Va

a?c% + 0% — 2acov(X,Y) >0, Va
(equacdo do 20 grau para A < 0)

A=4-cov*(X,Y)—4-0% 0% <0

covi(X,Y) < o% - 0%

2
= Py = 7&;’%@;) <1
loxy| <1 (c.q.d)
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Distribuicoes e densidades condicionais

Caracterizacdo da distribuicdo de probabilidade de uma
varidvel aleatdria condicionada a ocorréncia de outra variavel

aleatdria ou evento

Definicao distribuicao cumulativa condicionada

Fx(z|A) £ Pr{X < x|A}
_ Pr{X <z, A} (62)
B Pr{A}

d
px (z|4) = ——Fx(z|4)

\. J
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Analisando...

Seja A={x >a}

Fx(z]|A) = Fx(z|X > a)
=Pr{X <z|X >a}

(@) z<a

= Fx(zlx >a)=0
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

(b) z > a
]
—
a T
« 5
X<z
d
Fx (z|z > )Pr{ng,Xza}{pX(a) «
S YT TR X > e)

[ px(8) dB

Fx(x) — Fx(a)
1-— Fx(a)

&Fx(@) _ px(@)
1—Fx(a) 1— Fx(a)

d
px(z|X >a) = %Fx(iﬂX >a)=
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Resumindo

px (x| X >a) = oopﬂU(m —a)
gpx(ﬁ) dp
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Observacoes
(1)
/PX( | X >a) dx = / Oopﬂ -U(x —a) dx

Ofopx(ac) dx

[ px(8) d
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Observacoes - cont.

O E{X|A} =7 para A={X >a}
E{X|X >a} = /ﬂ:-px(x|X > a) dz

— 00
oo

= M-U(m—a)dm

2 Tox(8) 8

jox -px(z) dx
B{X|X >a} = Z_
[px(B) dB

- 4
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Observacoes - cont.
® Caso em que A = {X =a}

Pr{X <z, X =a}
Pr{X =a}

v.a. continua = Pr{X=a}=0

Fx(.%"X = a) =

Relaxando “um pouco” X = a para
a<X <a+Aa, Aa—0 (depois)

Fx(z|A) = Fx(zla < X <a+ Aa)
_ Pr{X <z,a<X <a+ Ada}
N Pr{a < X <a+ Aa}
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Observacoes - cont.
Temos 3 situagdes
o X <a= Fx(z|A) =0

e a < X <a+Aa= Fx(z|A)
e X >a+Aa= Fx(z|A) =1

_ Pr{a<X<z}
— Pr{a<X<a+Aa}

Fx(z|A)

v

a a+ Aa
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Variaveis aleatodrias

Observacoes - cont.

Fazendo Aa — 0:

Fx(x|4)
Fx(z|A) = U(x —a)
) ]
' fun¢do degrau unitdrio
[}
H ou seja
. C = Fx(@|X =a)=U(z —a)

px(alX =) = £ Fx(zlX =a) = 6(z - a)
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Densidade condicional de duas variaveis aleatorias

[ ® py(ylr)=7

Pr{Y <y,z < X <z + A}

Frlyle < X s ot Aw) = Pr{z < X <z + Aa}

Ainda
Yy z+Az

PT{YSy,$§X§£C+A$}: / / pX,Y(a’B) dOéd,B

= pxy(z,B)Az (método de Euler)
y
= /px,ﬂ%ﬁ) dp - Az
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Distribuicoes e densidades condicionais - cont.

Densidade condicional de duas variaveis aleatorias -
cont.
T+Az
Pr{ix <X <z + Az} = / px(7) dy Zpx(z) - Az
Yy Yy
[ pxy(x,B)dB-Ax [ pxy(z,BdB

— 00

Fy (y|z) = @) B T px(@)

_ dFy(ylz) _ pxy(2,y)

py (y|z)

dy px ()

Se X e Y forem independentes

pxy(x,y) =px (@) -py(y) = bpy(ylr)=py(y)  (63)

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 164 / 278



Teorema central do limite

v/ Muitos problemas em v.a. envolvem uma composicdo de
eventos

v/ Tais fenémenos resultants podem ser reduzidos, de forma
exata ou aproximada, por uma soma de varidveis
independentes

v O estudo deste tipo de fendmenos resulta no mais importante
teorema relativo a vardveis aleatérias: o Teorema Central do
Limite

v O estudo dele no entanto repousa sobre a chamada Lei dos
Grande Nimeros
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatodrias

Seja X1, Xo,..., X,, uma seqliéncia de varidveis aleatérias e sua
soma é representada por S, = X1 + Xo + ... + X,

Entao temos:

B{Sn} =) B{X:} (64)

=1

Ou seja, a média de uma soma de v.a.s é a soma das médias
das v.a.s

Entretanto, no caso da variancia isso é mais complexo.
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatorias - cont.

Para chegar ao resultado da varidncia da soma de n varidveis
aleatérias, vamos considerar inicialmente duas delas, ou seja,
Sy = X7 + X9. Entdo

var(Sy) = E{(S2 — E{S2})*} = E{[X1 + X — E{X1} — E{X2}]?}

- F {[(X1 —E{X1})+ (X2 — E{Xz})]Q}

Entdo, apds simplificagdes chegamos ao seguinte resultado

var(S2) = var(X1) + var(Xs) + 2cov(X1, Xo)

Ou seja, as covariancias sdo levadas em conta no célculo da

variancia da soma de v.a.
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatdrias - cont.

Ao fazermos as contas para a soma de n v.a.s
(S, =X1+ Xo+...+ X,,) temos

Zvar +zn:zn:cov(Xi,Xj)

j=1i=1
J#i

Entretanto, para v.a. independentes temos

n

var(Sy) = Z var(X;)

i=1

uma vez que cov(X;, X;) =0 Vi#j
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatdrias - cont.

Se as v.a.s X; forem independentes e todas tiverem média u e
varidncia o teremos entdo para S, = X; + Xo + -+ - + Xy
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatorias - cont.

Para calcular a pdf de uma soma de n v.a.s independentes,
podemos usar a fungdo caracteristica. Iniciando com o caso para
= (SQ =X1—|-X2)Z

Pg,(w) = E {exp(—jwS2)}
= I {exp[—jw(X1 + X3)]}
= E {exp(—jwX1) exp(—jwX2)}
= FE {exp(—jwX1)} E {exp(—jwX2)}
= PX1 (w)PX2 (w)
Assim, para o caso de duas varidveis
bs, (S) =DPXx; ($) *PXo (‘7;)
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatdrias - cont.

Para n varidveis (S, = X7 + Xo + ... + X,,) temos:

Ps, (w) = E{exp(—jwSn)}

= E {exp[—jw(X1 + Xo + ... + X,,)]}

= [E {exp(
= E {exp(—jwX1)} E {exp(—jwXs)} - - - E {exp(—jwXn)}
= Px, (w)Px,(w) - Px, (w)

—jwXy)exp(—jwXs) - - exp(—jwXy)}

Logo, a densidade de probabilidade serd dada por:

P5,(X) = {Px, (w)Px,(w) -~ Px, (W)}
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatorias - cont.

Seja S, = X1+ X9+ ...+ X,, asoma de n v.a. independentes e
gaussianas com médias i1, jio, . .., iy € varidncias O'%, a%, 02
Temos que a func3do caracteristica de X}, é:

wo?

Px;, = exp (jw,uk - Tk>

Ent3o, pelo resultado anterior

Ps, (w) = Px, (w)Px,(w) - - - Px,, (w)

w?(o? +---+U%)]
2

= exp [—jw(m + ot ) —

que é a funcdo caracteristica de uma varidvel aleatdria gaussiana

com média p = 1 + ...+ pp, € varidncia 02 = o + ... + 02
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Teorema central do limite - cont.

Soma de variaveis aleatdrias - cont.

Se as varidveis X; que compdem a soma forem independentes e
identicamente distribuidas (iid), ou seja, com as mesmas

estatisticas, cada uma com func3do caracteristica
Py, (w) = Px(w)

entdo, a funcdo caracteristica da soma sera

& Isso nos leva a poder enunciar o teorema central do limite.
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Teorema central do limite - cont.

Teorema

Seja S, uma soma de n v.a. i.i.d. com média p e variancia
o2 finitas, e seja Z, uma v.a. de média nula e varidncia

unitaria, definida por

Sn —np

Z:
" av/n

entao

1 i z2
lim Pr{Z, <z} = — ) 4 65
i 18 £ 2 \/ﬂ/e}(p( 2) T | (69
—0oQ
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Teorema central do limite - cont.

Prova do Teorema Central do Limite

Sn — np 1 «—
Ly = = X —
" ov/n ov/n ;( k= h)

A funcio caracteristica de Z,, é dada por

Pz, (w) = E{exp(—jwZn)}
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Teorema central do limite - cont.

Prova do Teorema Central do Limite - cont.

Expandindo a exponencial em série de Taylor, temos

B{on (Z575))

=1+ LB - u)

(jw)?
2lo2n

( )

(X — ) + R<w>}

)2} + E{R(w)}

Notando que E{(X — pu)} =0 e E{(X — u)?} = o2, temos
—Jw(X — w?
E {exp (#)} =1 — on + E{R(w)}

O termo E{R(w)} pode ser desprezado em relacdo a 5-
quando n torna-se grande.
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Teorema central do limite - cont.

Prova do Teorema Central do Limite - cont.

Ao substituirmos o resultado anterior na férmula da funcdo
caracteristica de Z,,, tem-se

Pz, (w) = [1 - ;}_Z]”

E sabe-se que
w2
Pz (w) — exp (—7) , quando n — oo

O resultado acima é a fun¢do caracteristica de uma v.a. gaus-
siana de média zero e varidncia unitdria. (c.q.d.) O
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Teorema central do limite - cont.

Média das Amostras e Lei dos Grandes Numeros

Seja X uma v.a. cuja média E{X} = u é desconhecida. Sejam
X1,..., X, n repetices independentes medidas de X, ou seja, os
X, sdo v.a. iid com a mesma pdf de X. A média das amostras da

seqiiéncia usada para estimar [E{X} é dada por:

(66)

? Perguntas
Qual a média e a variancia do estimador M,, de tal forma que
ele € um bom estimador de E{X}? E qual a influéncia do n

no estimador?
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Teorema central do limite - cont.

Média das Amostras e Lei dos Grandes Numeros -cont.

A média das amostras é por si sé uma v.a. e desta maneira ird
exibir caracteristicas de variacdo aleatéria. Um bom estimador

deve possuir duas propriedades:

@ Deve ser ndo-polarizado, ou seja, na média seu valor deve

tender para o valor da varidvel;

® Nio deve variar muito em torno do valor correto, ou seja,

S 2
E { <Mn — ,u) } deve ser pequeno.
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Teorema central do limite - cont.

Média das Amostras e Lei dos Grandes Numeros -cont.

Valor esperado do estimador:

— 1 < 1 <
E{Mn}:E EX;XJ- :EX;JE{X]-}
J= J=

.n‘u/

T I |-

O

Assim, temos um estimador n3o-polarizado.
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Teorema central do limite - cont.

Média das Amostras e Lei dos Grandes Numeros -cont.

Ja a variancia temos:
(i) = B{ (3%~ u)' | - B{ (37, - BOLY)’}

Deve-se notar que M, = % evar(S,) =n-var(X;) =n-o?

uma vez que X; sdo iid. Logo
— 1 n-o? o

var(M,,) = Evar(Sn) =—a =

f Assim, a varidncia tende a zero quando o nimero de amostras
aumenta! Isto implica que a probabilidade da média amostral ser
préxima do valor correto tende a um quando n assume um valor

grande.
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Teorema central do limite - cont.

Média das Amostras e Lei dos Grandes Numeros -cont.

A afirmacdo anterior pode ser ent3o formalizada por meio do uso
da desigualdade de Tchebchev:

—

Pr{‘M\n—E{MZ}‘ 25} < M

€

Ent3o, substituindo os valores, temos:
Pr{‘]\/IZ—,u‘ > e} <

Considerando o complemento:

Pr{’m—u’<e}21—g— (67)

ne2
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Teorema central do limite - cont.

Média das Amostras e Lei dos Grandes Numeros -cont.

Note que se n — oo entdo

lim Pr{‘@—u‘ <e}:1

n— 00

Este resultado nos remete entdo para duas importantes leis em

estatistica

® Lei fraca dos grandes nimeros;

® Lei forte dos grandes nimeros
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Teorema central do limite - cont.

Lei Fraca dos Grandes Numeros

Seja X1, Xo,... uma seqiiéncia de v.a. i.i.d. com média
E{X} = u, entdo para € > 0

lim Pr{‘@—u‘ <e}=1 (68)

n—oo

A lei fraca dos grandes nimeros afirma que para um valor fixo n
suficientemente grande , a média amostral usando n valores vai ser
proxima do valor correto com alta probabilidade.

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 184 / 278



Teorema central do limite - cont.

Lei Forte dos Grandes Numeros

Seja X1, Xo,... uma seqiiéncia de v.a. i.i.d. com média
finita E{X } = u e varidncia finita, entdo

Pr{lim M\n:,u}zl (69)

n—oo

Embora semelhante a lei fraca dos grandes nimeros, ha uma
diferenca crucial. Ela afirma que com probabilidade um, toda
sequéncia usada para cdlculo da média amostral vai eventualmente
se aproximar e permanecer proxima a [E{X} = u. Este é o tipo de
convergéncia que se espera em situacoes fisicas nas quais a
regularidade estatistica se mantém.
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Funcoes de varidveis aleatdrias

Problema geral

\.

Dados X ~ v.a. e uma funcdo
Y = f(X)

a questdo é como determinar py (y) conhecendo-se px (z).
Por exemplo, seja X uma v.a. uniforme em [0,1] e

1 1

pX(‘T) f/(& pY(y)
1
o 1 7 Y

J
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Vamos analisar dois casos
lo. caso
X ~v.a.

{ y = f(z)
df ()

7.~ > 0= f(x) é monotdnico crescente

px (z) conhecido

— f é biunivoca [py (y), Fy (v)]
Fy(y) = Pr{Y <y} = Pr{f(X) <y}

Y

A

Como

y — Pr{X < f~\(y)}
_ -1
o0 AR

1 7

Estatistica para Engenharia
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

lo. caso - cont.
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

20. caso
X ~v.a. px(z) conhecido

{ y = f(z)
d(a)

< 0= f(z) é monotbnico decrescente

— f é biunivoca [py (y), Fy (v)]
Fy(y) = Pr{Y <y}
Fy (y) = Pr{f(X) <y}

" — Pr{X > f1(9))
=1-Fx [f'(y)]

a2 \‘X
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

20. caso - cont.

Fy (y —px(z df (x
py(y) = dy): ﬂgﬁ()) Com—dm)<0
de lz=f"1(y)
_ px(w)
T df(»)
dx

O sinal desaparece pois % também é negativo.
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Resumindo, para fun¢bes de uma varidvel aleatéria temos:
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Fungbes nao-biunivocas

Fy(y) = Pr{Y <y}
=Pr{y <Y <y+ Ay}

Como ha contribuicdes de diferentes intervalos de x, entdo

Fy(y) =Pr{z1 < X; <z1+ Az} +Pr{zy — Azy < Xy < 29}
+ Pr{.%'g < X3 <ux3+ A.%'g} + PI‘{.%'4 —Ary < Xy < 1'4}
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes nao-biunivocas - cont.

Nestes casos, dividimos o espaco amostral em regiGes biunivocas.
Ou seja, teremos algo como
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes nao-biunivocas - cont.

Nestes casos, chamando de y = f;(z;) em cada regido R;, temos
entdo a seguinte expressdo para encontrar a densidade de
probabilidade de Y:

(71)
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

X ~ N(0,0?)
Yy = X2

» T

2
px(0) = A e (-37)
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

_ px(x) px ()
pr(y) = ‘dﬁ(w) + ‘dfz(w)
@ le=pri) 12 o=yl
R1 R2
df1(x) B dz? B B
de  dx =2 z=-Yy
df2(z)  da? B
de  dz =2 =y
(v) = px(@)| L4 px(@) !
— T _ 0 ——— xT _ -
py () = px(@)|o—_ 45 NG Px(2)|oe g N
1 1
_ 5o, | €XP (—3%) 7 Y20
07 y < 0
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes de vdarias variaveis aleatdrias

X ~v.a. Y ~ v.a.

U=f(X)Y)
V=g¢X,Y)

Conhecido px y (z,y), como achar py v (u,v)?
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes de vdrias variaveis aleatdrias

Em regibes biunivocas:

em que f(+)

respectivamente. E

d

u,v

z,

Z >:det
)

e g(+) sdo as fungdes inversas de f e g,

du  du 1

de dy _

dv dv R

de dy det ‘fi“ z”
ag ag
du  dv

é chamado Jacobiano de u,v em relacdo a x,y
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes de vdarias variaveis aleatdrias

Z=X+Y,
px,y(x,y) conhecido
pz(z) =7
Definir entdo
Z=x+Yy
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes de vdarias variaveis aleatdrias - cont.

Caso particular - cont.

Logo,
pX,Y(m7y)
pzw(z,w) = ————
W) =200 | 2 = e, w)
y=g(zw
T =w, Yy=z—w

pzw(z,w) = pxy(w,z —w)
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes de vdarias variaveis aleatdrias - cont.

Entdo, para achar a densidade marginal pz(z), temos

o0

pz(2) = /Px,y(w,z —w) dw

—0o0
Se supormos que X e Y s3o independentes

pxy(w,z —w) =px(w) - py(z — w)

= pzw (2, w) = px(w) - py (2 — w)
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Funcoes de variaveis aleatorias - cont.

Funcoes de varias varidveis aleatodrias - cont.

pz(z) = /pZW(z,w) dw = / px(w) - py(z — w) dw

convolugdo

Assim:

(73)
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Geracao de Numeros Aleatorios




Aleatoriedade x computadores

Simular processos ou eventos probabilisticos é importante em
vdrias areas da engenharia. Alguns exemplos:

©® Modelagem de sistemas de telecomunica¢des (trafego, usudrios,
propagacao, etc.).

Geracdo de seqiiéncias de treinamento de filtros adaptativos.
Simulag3o de trafego de pacotes em redes de computadores.

Métodos de otimizag¢do estocéstica (e.g. algoritmos genéticos).

9 & ® ©®

Navegacao de robos méveis.

¢ Mas como fazer um computador gerar um nimero
aleatério?
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Aleatoriedade x computadores - cont.

Na verdade, o que se consegue fazer é o computador gerar um

nimero que parece aleatério.

Ny

@ Alguns métodos sdo entdo utilizados para gerar nimeros que
possuem padrdo que se assemelha a um valor aleatério, ou seja,
emulamos um numero aleatério com um padrao complexo que ndo

parece ser deterministico.
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Métodos congruenciais

LJ Métodos congruenciais usam algoritmos deterministicos
recursivos, implementados na forma de curtos programas
computacionais, com o objetivo de gerar uma sequiéncia de
numeros toda vez que tal programa for executado.

,C

nimero aleatdrio gerado na iteracdo anterior para produzir o

A idéia basica por tras deste tipo de método consiste em usar o

nimero aleatdrio da iteracdo atual.

Existem diversas implementacdes de métodos congruenciais. Aqui
nos restringiremos ao método conhecido como “congruencial
misto”.
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Métodos congruenciais - cont.

O método congruencial misto usa a seguinte equagdo recursiva:

z(n) =[a-xz(n—1)+ ¢ modulo m (74)

A operagdo “modulo m” significa que z(n) é o resto da

divisdo da quantidade ax(n — 1) 4 ¢ pelo nimero m.

® z(n) e z(n — 1) sdo os nimeros (pseudo)-aleatdrios gerados
na iteragdo atual (n) e na iteragdo anterior (n — 1),
respectivamente.
® a, c e m sdo constantes positivas escolhidas adequadamente,
de forma a obedecer as seguintes relagdes:
a<m e c<m (75)
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Métodos congruenciais - cont.

? Pergunta
Como funciona a equagdo (74)?

Um passo - Sea =5, c=3em=16e z(0) =7, teremos que

a-z(0)+c=38eassimz(1) =38 mod 16 = 6.
Varios passos - Por exemplo, paraa=5,c=3em=16¢

x(0) = 7, iremos obter sempre a seguinte seqiiéncia
de ndmeros: z(1) =6, z(2) =1, z(3) =8,
2(4) = 11, 2(5) = 10, 2(6) = 5, 2(7) = 12,
2(8) = 15, z(9) = 14, 2(10) = 9, z(11) = 0,
x(12) =3, 2(13) =2, z(14) = 13 e 2(15) = 4; ou
seja, todos os nimeros entre 0 e 15 (sdo 16
ndmeros).
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Métodos congruenciais - cont.

Assim, terifamos um algoritmo que, para gerar N amostras de uma
variavel (pseudo)-aleatdria, poderia ser escrito da seguinte maneira:

Input a, ¢, m, z(0)
fori=1: N

z(i)=la-xz(i—1)+¢ modm
end

Como z(0) é o ponto de partida da sequéncia, geralmente é
denominado de semente (ou seed, do inglés).
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Métodos congruenciais - cont.

Pergunta

Para um certo valor de m, quantos ndmeros (pseudo)
aleatérios diferentes podem ser obtidos a partir da Equacao
(74)?

Resposta

No maximo . nimeros, ou seja, todos os nimeros entre 0 e

m — 1.

Qual seria o valor de x(16) nesta seqiiéncia? Fazendo as contas,
temos x(16) = a - x(15) + ¢ =23 mod 16 = 7. Desta forma, a
seqiiéncia passard a se repetir com z(17) = 6, z(18) = 1, e assim
por diante.
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Métodos congruenciais - cont.

v/ O exemplo anterior ilustra que qualquer seqiiéncia de nimeros
aleatdrios gerada por meio da Equagdo (74) é ciclica (motivo do
termo congruencial).

v/ Cada ciclo consiste necessariamente de uma quantidade finita de
nimeros distintos (no maximo m). Apés um ciclo ser completado,
um novo ciclo idéntico ao anterior é comegcado. Em nosso exemplo,
cada ciclo consiste de 16 nGimeros distintos.

¢ Um comprimento de ciclo pequeno pode causar problemas em uma
simulagdo, visto que uma sucessao de ciclos pequenos e idénticos
ndo se comporta como uma sequéncia de varidveis aleatérias
independentes.

v/ Entretanto, se m for grande e as constantes a e ¢ forem escolhidas
adequadamente para tornar o comprimento de cada ciclo
semelhante ao tamanho de m, o cardter finito dos ciclos n3o tera
importancia pratica.
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Métodos congruenciais - cont.

v Considere o caso em que m é feito igual a 2°, em que b é o nlmero
de bits do processador de um computador hipotético.

v/ Este é o valor de m usado em simulagGes computacionais, visto que
20 é o total de niimeros inteiros que podem ser expressos em forma
bindria com o niimeros de bits disponiveis.

¢ Quando b = 32, tem-se que m = 232 ~ 4,3 bilhdes de niimeros
diferentes. Com um ciclo (periodo) desta ordem de magnitude, a
maioria das simulacdes computacionais produzirao resultados
confidveis. Se b = 64, fica ainda mais longo o comprimento maximo

da sequéncia. @
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Métodos congruenciais - cont.

v/ Vale notar que o significado da palavra aleatdrio aplicada aos
nimeros produzidos pela Equagdo (74) ndo é preciso.

v/ Obviamente, se nés conhecemos a, ¢ € m, entdo podemos
prever perfeitamente a sequiéncia completa de niimeros que

sucederdo o nimero inicial z(0).

v/ Assim, as seqiiéncias de nimeros produzidas pela Equacao
(74), assim como por outros métodos congruenciais, sdo
chamados de niimeros pseudo-aleatdrios.

v/ Este fato, contudo, é apenas de importancia tedrica, desde
que as sequéncias geradas imitem o comportamento de
amostras independentes de uma varidvel aleatéria com
distribuicdo uniforme (distribuida entre 0 e m).
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Métodos congruenciais - cont.

¢/ Na pratica, podemos resolver a questdo de gerar sequéncias
diferentes escolhendo-se uma semente diferente cada vez que
seqliéncias de nimeros aleatdrios uniformes precisarem ser
geradas.

v Em geral, com o intuito de automatizar o processo de escolha
da semente, escolhe-se o niimero associado ao tempo (relégio)
do computador em que a simulacdo estd sendo efetuada.

f Deve-se notar também que como a sequéncia apresenta
nimeros uniformemente distribuidos entre 0 e m — 1 e para
obter a distribuicdo uniforme entre 0 e 1 deve-se dividir todos

os elementos por m — 1.
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Métodos congruenciais - cont.

Comentarios sobre escolha das constantes a e ¢

% Uma escolha infeliz de a e ¢ pode levar a ciclos muito curtos,

mesmo para valores elevados de m.

f Orientacdes gerais para uma boa escolha de a e ¢: para
m = 2% a constante a deve ser escolhida tal que ela seja igual
a 1 em aritmética de médulo 4, ou seja, a =1,5,9,13,... e
que a constante ¢ seja um nlimero impar.
“. Para estes valores de m, a e ¢, a escolha de z(0) torna-se
irrelevante no que concerne o comprimento do ciclo.
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Métodos congruenciais - cont.

Propriedades desejadas na geracao de sequéncias
aleatérias (método congruencial)

® Os nimeros devem parecer ser estatisticamente independentes
uns dos outros. Embora, estritamente falando, eles detenham
um certo grau de correlacdo.

® Os numeros devem estar uniformemente distribuidos sobre
uma certa faixa de valores.

® A sequéncia de nimeros ndo deve se repetir, qualquer que
seja o comprimento desejado pelo usudrio. Para o caso do
método congruencial apresentado, esta propriedade sé pode
ser aproximada, escolhendo-se um valor elevado para m.
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Métodos congruenciais - cont.

Propriedades desejadas na geracao de sequéncias
aleatérias (método congruencial) - cont.

® Os niimeros devem ser gerados rapidamente. Em outras
palavras, o método ndo deve ser “pesado”
computacionalmente.

® O método também n3o deve exigir muito espaco em memoria.

® Qualquer seqiiéncia de nimeros gerados durante uma certa
simulacdo deve ser reproduzivel, posteriormente. Para o caso
do método congruencial, basta usar a mesma semente para
reproduzir a mesma seqiiéncia de nimeros.

Do ponto de vista pratico, o método da equagdo (74) atende
apenas de forma aproximada todas estas propriedades.
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Métodos congruenciais - cont.

Exercicio computacional

Gerar uma seqiiéncia de 1000 ndmeros aleatérios uniformes
entre 0 e 1. Plotar o histograma e calcular os valores da média
e variancia, comparando com os valores tedricos esperados.
Especificar os pardmetros a, ¢ e m escolhidos, bem como foi

determinada a semente.
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Geracao de nuimeros aleatdrios gaussianos

O teorema central do limite (TCL) pode ser utilizado para
gerar nimeros (pseudo-)aleatdrios gaussianos, a partir de
nimeros aleatorios uniformes gerados via métodos congru-

enciais.

Mas como fazer isso?
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Geracao de nimeros aleatérios gaussianos - cont.

Do TCL sabemos que

Zn ~ N(0,1), a medida que n — 00 (76)
em que
Sp —np

z = 77
NG 0

Xi+Xo4- -+ X, —
_ 1+ Xo+ -+ Xy nu’ (78)

o\/n

assumindo que {X;, X5 ..., X} sdo v.a.'s i.i.d.
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Geracao de nimeros aleatérios gaussianos - cont.

Sem perda de generalidade, podemos considerar que X;,
i=1,2...,n, sdo v.a.'s uniformes no intervalo (a,b). Sendo

a=0eb=1, temos que:

b—a 1
Iu = = —
2 2
Y (79)
o2 — (b—a) _ i
12 12

Neste caso, esses valores nos levam a ter a seguinte expressao para

I

(80)
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Geracao de nimeros aleatérios gaussianos - cont.

Podemos simplificar a expressdo de Z,, se adotarmos n = 12, o que

nos leva a seguinte express3o:

(81)

A equagdo acima nos mostra que para gerar uma v.a.
aproximadamente gaussiana basta somar 12 v.a.'s uniformemente
distribuidas entre 0 e 1, subtraindo o valor 6 em seguida.

Esta férmula exprime um dos métodos mais simples e bastante
usado para se gerar v.a.'s gaussianas a partir de v.a.’s uniformes.
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Geracao de numeros aleatdrios gaussianos - cont.

A férmula da Eq. (81) sempre gera nilimeros gaussianos de
média zero (u = 0) e varidncia unitaria (o2 = 1).

Para gerar varidveis aleatérias gaussianas Zj, de qualquer
média ug e varidncia afl, basta implementar a seguinte
operagao:

Ziy = pa+0a- Z1z ~ N (g, 03) (82)

ou seja, basta multiplicar Z12 pelo desvio-padrao desejado
(04) e adicionar a média desejada 4.
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Geracao de nimeros aleatérios gaussianos - cont.

Algoritmo (pseudo-cédigo)

z=0;
for j=1:12
Input a,c,m,z;(0)
fori=1:N
zj(i) =[a-zj(i —1) +¢] modm
end
z=z+xj;
end

z=2z—06;
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Geracao de numeros aleatdrios gaussianos - cont.

Figura 3: (a) Histograma de uma das 12 v.a.’s uniformes geradas. (b)
Histograma da v.a. gaussiana resultante da soma de 12 v.a.’s uniformes.
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Método da cdf inversa

Ja foi vimos que métodos congruenciais geram nimeros
(pseudo-)aleatdrios uniformemente distribuidos. Também foi visto
que somando tais nimeros é possivel gerar nimeros com
distribuicao gaussiana.

& O método da cdf inversa usa nimeros aleatdrios uniformes
gerados via métodos congruenciais para gerar nimeros aleatérios
distribuidos segundo uma outra densidade de probabilidade
qualquer.

Mas como isso funciona?
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Método da cdf inversa - cont.

Este método baseia-se em um resultado bastante importante da
teoria de funcdes de varidveis aleatérias. Vamos apresenta-lo na

forma de um exercicio resolvido.

Seja uma variavel aleatéria continua X, cuja pdf é conhecida
e dada por px(z). Considere também a varidvel aleatdria
Y = Fx(x), em que Fx(z) é a cdf da varidvel aleatéria X.

Pede-se determinar py (y).
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Método da cdf inversa - cont.

Sabe-se que a pdf de uma varidvel Y = f(X), que é funcio
de uma outra varidvel X de pdf px(z) conhecida, é dada por

pr(y) = 2 (53)

L

<

z=f"1(y)

Assim, aplicando a Equac¢do (83) a solugdo do exercicio,

chega-se a
_px(@) _ px(@) _px(a) _ . ¢
py(y) = al = ‘ @] ~ px() =1 (84)
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Método da cdf inversa - cont.

O resultado da resolucdo nos diz que, independente da pdf da
variavel X, os valores de Y = F'x(x) (ou seja, as probabilidades
associadas a X) estdo distribuidas ao longo do intervalo [0, 1]

segundo uma pdf uniforme.

? Pergunta importante
Como o resultado mostrado na Eq. (84) pode ser usado para
gerar numeros aleatdrios ndo-uniformes ou ndo-gaussianos?

Vamos fornecer a resposta em forma de um algoritmo, apresentado

a seguir.
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Método da cdf inversa - cont.

Passo 1

Passo 2

Passo 3

Passo 4

© C.C. Cavalcante

- Seja X uma varidvel aleatdria cuja pdf px(x) é
conhecida, obter a férmula da cdf por integragdo:

Fx(z) = /j px (u)du. (85)

- Determinar a express3o analitica da cdf inversa de X:

z=Fx'(y) (86)

- Gerar uma sequiéncia de N nimeros aleatérios uniformes
{y:},i=1,...,N, na faixa de 0 a 1. Para cada ndmero
aleatério y;, i = 1,..., N, calcular o valor correspondente
de x; usando a férmula obtida da Eq. (86):

z; = Fyl(yi), Vi=1,...,N (87)

- Verificar se a seqiiéncia de niimeros aleatérios {z;}
realmente é consistente com hipdtese de ser equivalente a
uma amostra de X.
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Método da cdf inversa - cont.

Observacoes

Uma forma bem prética de se fazer a avaliacdo exigida no Passo 4
é através do histograma da distribui¢do {z;}.

Um procedimento quantitativo util consiste na comparacao dos
valores da média e varidncia da distribuicdo {x;}, chamados aqui
de valores estimados, com a média e variancia tedricas da pdf de
X.

O exemplo a seguir ilustra todos os passos do algoritmo de geracdo
de niimeros aleatérios ndo-uniformes pelo método da cdf inversa.
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Método da cdf inversa - cont.

Exercicio

Gerar uma seqiiéncia de 1000 nimeros aleatdrios obedecendo
a uma pdf exponencial, de pardmetro A = 3.

Solucao

|

Passo 1 - A pdf de uma varidvel aleatéria X
exponencialmente distribuida é dada por
px(z) = Nexp (—Ax), © > 0. Assim, a cdf
correspondente pode ser obtida por integrac3o:

Yy = /)\exp —Az)du
= 1—exp(— (88)
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Método da cdf inversa - cont.

Solucao - cont.

Passo 2 - A expressdo da cdf inversa é obtida a partir
da Eq. (88), resultando em :

1

v =Fyx'(y) = —5 log(1 - v) (89)

em que log(z) denota o logaritmo natural de
z.
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Método da cdf inversa - cont.

Solucao - cont.

Passo 3 - De posse de N = 10000 niimeros aleatérios
uniformemente distribuidos, ¥;, gerados pelo
método congruencial misto, sdo calculados
10000 nimeros aleatérios exponencialmente
distribuidos x; por meio da Eq. (89):

1
z; = Fxl(y) = —Xlog(l—yi), i=1,...,10000
(90)
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Método da cdf inversa - cont.

Figura 4: Histogramas da amostra de ndmeros aleatérios uniformes {y;}
e da amostra de nimeros aleatérios exponencialmente distribuidos {z;}.
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Método da cdf inversa - cont.

Em termos nidmericos, os valores estimados e tedricos da média e

da variancia de {x;} foram os seguintes:

Tebricos: 1

Amostrais: T

L 0,3333 2 1 0,1111
—_ = —_ = e = — = = =
X3 TR T
Sizi 8 g

10000 ’
St (@i — 7)°

= =0, 1056 91

10000 ’ (91)

Nota-se que os valores estimados e tedricos s3o bem préximos,

como era de se esperar. Quanto maior a quantidade N de nimeros

uniformes gerados, mais similares serdo os valores estimados e os

tedricos.
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Inferéncia Estatistica




Teste de hipéteses

Hipotese estatistica

Uma hipétese estatistica é uma afirmacao sobre os
parametros de uma ou mais populagoes.

Teste de hipdtese

Procedimento para analise da hipdtese e tomada de decisdo
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Teste de hipéteses - cont.

Conjectura (populag3o) —>| Hipétese estatistica

Regra para decidir sobre a
4>| Teste de hipdtese
hipStese (se é verdadeira ou nao) P
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Teste de hipéteses - cont.

Seja um engenheiro de telecomunicagdes interessado no volume de
dados que chegam por segundo em determinado roteador.

X = volume de dados que chegam por segundo em de-
terminado roteador

X ~ distribuicdo de probabilidade (varidvel aleatéria)

Podemos fazer uma hipdtese a respeito do nimero médio de
pacotes no roteador, expressando isto formalmente como

Hy : =50 Mbps (92)

H;y : i # 50 Mbps
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Teste de hipéteses - cont.

O interesse estd numa afirmacao sobre taxa média

populacional de pacotes =» hipotese

Hy: p =50 Mbps hipdtese nula
H;: 1 # 50 Mbps hipdtese alternativa

E como construir Hy?

e resultado de um experimento anterior ou conhecimento

do processo;
e modelo ou teoria;

e especificacdes ou legislacdo.
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Teste de hipéteses - cont.

No nosso exemplo

Hy: =50 Mbps (hipétese nula)

Hy: p# 50 Mbps (hiptese alternativa bilateral)

Hy: <50 Mbps (
(

Hy: p>50 Mbps

hipdtese alternativa unilateral inferior)
hipdtese alternativa unilateral superior)

& H; é aquela que queremos testar.

A rejeicdo de Hj leva sempre a aceitagdo de H; (teste binario).
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Teste de hipéteses - cont.

Estrutura de um teste de hipdtese

Informacao Hipodtese
inconsistente falsa

Teste de

Populacao Amostra . .
[Amostra—f L

AN

Informacao Hipodtese

consistente verdadeira
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Teste de hipéteses - cont.

» O teste nao permite ter certeza se uma hipdtese em
particular é verdadeira ou falsa. Como sdo tomadas amostras
de uma determinada distribuicdo, elas refletem apenas uma
parcela das informacdes da distribuic3o.

®» Um teste de hipdtese é desenvolvido com a probabilidade de
ter uma conclusao errada (ndo refletir a realidade): n3o é

possivel coletar todas as amostras da populagdo (censo).
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Teste de hipéteses - cont.

Retomando nosso exemplo...

Tomamos uma amostra de tamanho N e calculamos a média

amostral X.
Aqui temos duas possibilidades
® X proximo de 50: evidéncia que a média verdadeira é 50, ou
seja, nao rejeitamos Hj.

® X longe de 50: evidéncia que a média verdadeira n3o é 50, ou
seja, rejeitamos Hy (H; é aceita).

? Pergunta

Mas, o que determina “proximo” e “longe”?
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Teste de hipéteses - cont.

Retomando nosso exemplo... - cont

& Teremos de trabalhar com valores criticos (limites)!
Podemos supor os seguintes limites/valores criticos:

» Se 45 < X < 55 — nio rejeitamos H|
» Se X < 45 ou X > 55 — rejeitamos Hy em favor de H;
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Teste de hipéteses - cont.

Retomando nosso exemplo... - cont.
Valor Valor
critico critico
45 + S0 + 55
| |
Regiao | Regiao de ; Regido
critica ; aceitacao ; critica
Rejeitar H, Falha em rejeitar H, Rejeitar H,
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Teste de hipéteses - cont.

O que pode acontecer?

v O volume médio de dados pode ser igual a 50 Mbps, no
nosso exemplo, (correspondendo a Hy), mas para a amostra,
os valores médios podem estar na regido critica.

v Conclusdo do teste: Rejeitar a hipétese nula.
X Mas: A hipétese nula é verdadeira!

X Logo: Erro tipo I.

a = Pr(Erro 1) = Pr(Rejeitar Hy quando Hj for verdadeira)

& « é chamado de nivel de significancia.
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Teste de hipéteses - cont.

O que pode acontecer? - cont.

Valor Valor
critico critico

b

45
!

55

deveria ter

X cai i g .
caluaqu caido aqui!

|
!
H
H -
, ou aqui
H
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Teste de hipéteses - cont.

O que pode acontecer? - cont.

v O volume médio de dados é diferente de 50 Mbps,
(correspondendo a Hj), mas para a amostra, os valores
médios podem estar na regido de aceitacao.

v/ Conclusdo do teste: Nao rejeita a hipétese nula.
X Mas: A hipétese nula é falsa!

X Logo: Erro tipo Il

B = Pr(Erro Il) = Pr(N&o rejeitar Hy quando H for falsa)
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Teste de hipéteses - cont.

O que pode acontecer? - cont.

Valor Valor
critico critico
45 + 50 + 55
] !
deveria ter : X caiu aqui i ou aqui

caido aqui!
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Teste de hipéteses - cont.

Tipos de erros

Rejeitar a hipétese nula Hy quando ela for verdadeira.

Erro tipo Il

Deixar de rejeitar a hipdtese nula Hy quando ela é falsa.

© C. C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 250 / 278



Teste de hipéteses - cont.

Decisoes do teste de hipotese

Decisao H, é verdadeira | Hj é falsa

Nao rejeitar Hy Nao ha erro Erro tipo Il

Rejeitar Hy

Erro tipo | N3o ha erro
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Teste de hipéteses - cont.

Como funciona um teste de hipdtese?

® Contexto do problema: identificar o parAmetro de interesse;
® Estabelecer a hipétese nula Hy;

® Especificar uma hipdtese alternativa associada H;

(4]

Escolha do nivel de significAncia « (1%, 5%, ...) e calcular o
valor critico (z. ou t.);

9

Estabelecer uma estatistica apropriada de teste: z,t,... ;
® Estabelecer uma regido de rejeicdo para a estatistica escolhida;

@ Calcular a grandeza amostral necessdria com a estatistica de
teste e o seu valor associado;

® Decidir se Hy deve ser ou ndo rejeitada no contexto do
problema (comparar t com t. ou z com z.).
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Teste de hipéteses - cont.

Mas antes de avancarmos...

& Precisamos saber quais sdo os valores (scores) criticos,
ou seja, 0 que sao z. e t;

Os scores criticos, z. e t., podem ser encontrados em
suas respectivas tabelas Z (distribuicdo normal padrdo -
média 0 e varidncia 1) e 7' (¢-Student), cuja consulta
dependera do teste de hipdteses que serd utilizado.
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Teste de hipéteses - cont.

Tabela da distribuicao normal padrao

Tabela 11l — Distribuicdo Normal Padréo
Z~N(©,1)
Corpo da tabela da a probabilidade p, tal que p= P(0< Z< 2)

0 z z
parte in- Segunda decimal de Z, parte in-
teirae teirae
primeira primeira
decimal decimal
deZ, 0 1 2 3 4 5 s 7 8 9 dez,

p=0
00 | 00000 00399 00798 01197 01595 01994 02392 02790 03188 03586 | 0,0
0,1 03983 04380 04776 05172 05567 05962 06356 06749 07142 07535 0,1

0,2 07926 08317 08706 09095 09483 09871 10257 10642 11026 11409 0,2
03 11791 12172 12552 12930 13307 13683 14058 14431 14803 15173 03
0,4 15542 15910 16276 16640 17003 17364 17724 18082 18439 18793 0,4
05 19146 19497 19847 20194 20540 20884 21226 21566 21904 22240 05
0,6 22575 22907 23237 23565 23891 24215 24537 24857 25175 25490 0,6
0,7 25804 26115 26424 26730 27035 27337 27637 27935 28230 28524 0,7
08 28814 29103 29389 29673 29955 30234 30511 30785 31057 31327 08
0,9 31594 31859 32121 32381 32639 32894 33147 33398 33646 33891 0,9

10 34134 34375 34614 34850 35083 35314 35543 35769 35993 36214 10
11 36433 36650 36864 37076 37286 37493 37698 37900 38100 38298 11
12 38493 38686 38877 39065 39251 39435 39617 39796 39973 40147 12

Figura 5: Tabela Z - dist. normal (Morettin e Bussab, 2014)
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Teste de hipéteses - cont.

Tabela da distribuicao normal padrao - cont.

» Na tabela, descobre-se o valor da probabilidade acumulada da
distribuicdo normal, dado o quantil, de tal forma que a casa
decimal estd na coluna da esquerda da tabela e a casa
centesimal estd na linha superior da tabela;

® Portanto, se o teste é bilateral, por exemplo, temos os
seguintes valores criticos associados a cada nivel de
significdncia («):

v Se a =0,10, entdo z. = 1,65
v Se a = 0,05, entdo z. = 1,96
v Se a =0,01, entdo z. = 2,33
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Teste de hipéteses - cont.

Tabela da distribuicao ¢-Student

g Tabela V — Distribuicéo ¢ de Student

5 Corpo da tabela dé os valores «, tais que P(~(,< (< 1) =1-p.

E s Para v > 120, usar a aproximagdo normal. >
g

S p=90% 80% 70% 0% 50% 40% 30% 20% 10% 5%
1 0,158 0,325 0,510 0,727 1,000 1376 1,963 3078 6314 12,706 15,894 1
2 0,142 0,289 0,445 0617 0816 1,061 1,386 1,886 2,920 4,303 2
3 0137 0277 0424 0584 0765 0978 1250 1438 2353 3182 3
4 0,134 0,271 0414 0,569 0,741 0,941 1,190 1,533 2,132 2,776 4
5 0,132 0,267 0,408 0,559 0727 0,920 1,156 1,476 2,015 2,571 5
6 0,131 0265 0404 0553 0718 0906 1,134 1440 1943 2,447 6
7 0130 0263 0402 0549 0711 0896 1119 1415 1895 2365 7
8 0,130 0,262 0299 0546 0706 0889 1,108 1397 1860 2306 2,449 2896 3355 4501 5041 8
9 0,129 0,261 0,398 0,543 0,703 0,883 1,100 1,383 1,833 2,262 2,398 2,821 325 4297 4,781 9
10 0,129 0,260 0,397 0,542 0,700 0,879 1,003 1372 1812 2,228 2,359 2,764 3,169 4144 4587 10
n 0,129 0,260 0,396 0,540 0497 0,876 1,088 1,363 1,796 2201 2328 2,718 3,106 3025 4437 1
12 0,128 0,259 0,395 0,539 0,695 0,873 1,083 1,356 1,782 2,179 2,308 2,681 3,055 3,930 4318 12
13 0,128 0,259 0,394 0,538 0,694 0,870 1,079 1,35 1771 2,160 2,282 265 3,012 3852 4221 13
14 0,128 0,258 0,393 0,537 0492 0,868 1076 1,345 1761 2,145 2,264 24624 2977 3787 4,140 14
15 0128 0258 0393 0536 0691 0866 1,074 1341 1753 2131 2248 2602 294 3733 4073 15

Figura 6: Tabela ¢-Student (Morettin e Bussab, 2014)
© C.C. Cavalcante Estatistica para Engenharia 256 / 278



Teste de hipéteses - cont.

Tabela da distribuicao ¢-Student - cont.

®» Na tabela anterior, os valores da primeira coluna sdo os graus
de liberdade e a linha representa o coeficiente de confianca;

®» Portanto, se o teste é bilateral e temos 10 graus de liberdade,
por exemplo, temos os seguintes valores criticos associados a
cada nivel de significancia:
v Se a=0,10, entdo t. = 1,812
v Se o = 0,05, entdo t. = 2,228
v Se a= 0,01, entdo t. = 3,169
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Teste de hipéteses - cont.

Entendida a parte sobre consulta as tabelas das distribuicoes,
podemos avancar para o estudo dos casos particulares dos testes
de hipdteses.
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Teste de hipéteses - cont.

Os testes de hipoteses mais comuns

O Teste para a média (com varidncia conhecida)
® Teste para a média (com varidncia desconhecida)
® Teste para a variancia

® Teste para a proporcio
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 1: Teste para a média com variancia conhecida

Contexto: neste caso estamos interessados em realizar inferéncia
sobre a média populacional p, com base na amostra
X1, Xo,...,X,, de uma populacdo com distribuicdo normal com

variancia conhecida;
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 1 - cont.

Passo 1 - Definir as hipdteses:

m Ho: p = pio;
b o < po ou Hy % g ou Hy o > pg;

Passo 2 - Definir o estimador e a estatistica do problema:

Passo 3 - Sob H; como verdade, fixar o erro do tipo | e calcular a
regido critica;
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 1 - cont.

Passo 4 - De acordo com as informacdes da amostra, vamos calcular o
valor da estatistica do teste e identificar se esse valor pertence
ou ndo a regido critica (se pertence, rejeita-se Hy, caso
contrdrio ndo rejeita-se);

m Teste bilateral: se Zops > 242 OU S€ Zobs < — Zq/2,
rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos Hy.

s Teste unilateral a direita: se Zops > 24, rejeitamos Hy. Caso
contrdrio, ndo rejeitamos Hy.

w Teste unilateral a esquerda: se Zops < — zq, rejeitamos Hy.
Caso contrario, n3o rejeitamos H.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 2: Teste para a média com variancia desconhecida

Contexto: neste caso estamos interessados em realizar inferéncia
sobre a média populacional p, com base na amostra
X1, Xo,...,X,, de uma populacdo com distribuicdo normal com

variancia desconhecida.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 2 - cont.

Passo 1 - Definir as hipéteses:
- Ho : po = fio;
o < po ou Hy ot % g ou Hy @ > pg

Passo 2 - Definir o estimador e a estatistica do teste:

(94)

Passo 3 - Sob Hy como verdade, fixar o erro do tipo | e calcular a
regido critica.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 2 - cont.

e Passo 4 - De acordo com as informacGes da amostra, vamos
calcular o valor da estatistica do teste e identificar se esse
valor pertence ou ndo a regido critica (se pertence, rejeita-se
H), caso contrario n3o rejeita-se);

- Teste bilateral: se Typs > tay2 ou se Tops < — 1t o2,
rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos Hy.

w Teste unilateral a direita: se Tops > Lo, rejeitamos Hy. Caso
contrdrio, ndo rejeitamos Hy.

w Teste unilateral a esquerda: se Tops < — tq, rejeitamos Hy.

Caso contrario, n3o rejeitamos H.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 3: Teste para a variancia

Contexto: neste caso estamos interessados em realizar inferéncia
sobre a variancia populacional 62, com base na amostra
X1, Xo,...,X,, de uma populacdo com distribuicdo normal.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 3 - cont.

Passo 1 - Definir as hipéteses:
s oo = 0p;
w0 <ogouHy:o#o0gou Hy:o > og;

Passo 2 - Definir o estimador e a estatistica do teste:

(95)

Passo 3 - Sob H; como verdade, fixar o erro do tipo | e calcular a
regidao critica;
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 3 - cont.

Passo 4 - De acordo com as informacdes da amostra, vamos calcular o
valor da estatistica do teste e identificar se esse valor pertence
ou ndo a regido critica (se pertence, rejeita-se Hy, caso
contrdrio ndo rejeita-se);

m Teste bilateral: se Qobs > qa/2 OU € Qobs < — G—qy2,
rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos Hy.

- Teste unilateral a direita: se Qobs >qa, rejeitamos Hy. Caso
contrdrio, ndo rejeitamos Hy.

e Teste unilateral a esquerda: se Qobs < — qq, rejeitamos Hy.
Caso contrario, n3o rejeitamos H.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 4: Teste para a proporcao

Contexto: neste caso estamos interessados em realizar inferéncia
sobre a propor¢do p de individuos/objetos com certa caracteristica,
com base na amostra X1, Xo,...,X,, de uma populagao.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 4 - cont.

Passo 1 - Definir as hipdteses:

o :p = po;
m Hy:p <poou Hy:p#poouHy:p> po;

Passo 2 - Definir o estimador e a estatistica do teste (neste caso,

ﬁ~N<p,M>-

n

usamos o TCL):

Assim:

~

Zobs = S - ~ N(O, 1) (96)
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Teste de hipéteses - cont.

Caso 4 - cont.

Passo 3 - Sob Hy como verdade, fixar o erro do tipo | e calcular a
regido critica;

Passo 4 - De acordo com as informacdes da amostra, vamos calcular o
valor da estatistica do teste e identificar se esse valor pertence
ou ndo a regido critica (se pertence, rejeita-se Hy, caso
contrdrio ndo rejeita-se);

w Se o teste é bilateral e Zops > Zy /2 OU Zobs < — Zo )2,
rejeitamos Hy. Caso contrario, ndo rejeitamos Hy.

- Se o teste é unilateral a direita e Zops > Z,, rejeitamos Hy.
Caso contrario, nao rejeitamos Hy.

- Se o teste é unilateral a esquerda e Zops < — Z,, rejeitamos
Hy. Caso contrério, n3o rejeitamos Hy.
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Teste de hipéteses - cont.

Outros testes de hipéteses comuns sao:

@) Testes de aderéncia
@ Teste de homogeneidade
@ Teste de independéncia.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso A: Teste de aderéncia

Contexto: queremos testar se uma populacdo P segue, por
exemplo, uma distribui¢do normal (ou qualquer outra). Nesse caso,
temos que testar as seguintes hipdteses:

Hy: P=D
H: P#D
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Teste de hipéteses - cont.

Caso A - cont.

A estatistica do teste utilizada e sua distribuicao é dada por:

(97)

em que [ é o nimero de categorias da varidvel em estudo.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso B: Teste de homogeneidade

Contexto: esse teste é utilizado, geralmente, quando temos o
interesse em testar se dois ou mais grupos diferem ou n3o com
relacdo a alguma caracteristica.

Para um caso particular de dois grupos a serem testados, temos:

Hy: P=D
Hy: P #P
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Teste de hipéteses - cont.

Caso B - cont.

A estatistica do teste utilizada e sua distribuicao é dada por:

sendo [ e ¢ o nimero de categorias de cada varidvel em estudo.
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Teste de hipéteses - cont.

Caso C: Teste de independéncia

Contexto: suponha duas varidveis aleatérias X e Y. Suponha
também que seus valores amostrais podem ser classificados
segundo categorias, obtendo-se uma tabela de dupla entrada. O
objetivo, portanto, € testar se X e Y s3o independentes.

- o l o @ .
Assim, para p;. = ZFl Pij € Dj = Y i1 Pij, sendo | e ¢ o nlimero
de categorias de cada varidvel, temos o seguinte teste:

Hy :
H -

Dij = Pi.D.j
Dij 7# Di.D.j

para todo par (i, 7).
para algum par (i, 7)
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Teste de hipéteses - cont.

Caso C - cont.

A estatistica do teste utilizada e sua distribuicao é dada por:

(99)

sendo [ e ¢ o nimero de categorias de cada varidvel em estudo.
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