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“O processamento de sinais mudou! N3o estamos mais na era na
qual a informagao na forma de sinais elétricos é processada por
meio de tradicionais dispositivos analogicos. Nds estamos
solidamente, e, para o futuro previsivel, irrevogavelmente, no
dmago do processamento de sinais digitais (amostrados ou
discretos no tempo) aleatdrios.”

Charles W. Therrien, 1992

Discrete Random Signals and Statistical Signal Processing
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Contelido do curso

Revisao de modelos probabilisticos
Andlise de momentos de segunda ordem
Teoria da estimacao

Filtragem 6tima

Prediciao de sinais estacionarios

Teoria da deteccao

Métodos recursivos no tempo

©000000F0

Filtragem adaptativa
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Parte |

Revisao de Modelos Probabilisticos
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Probabilidade

Eventos probabilisticos

Definicao: Qualquer subconjunto do espaco amostral S que
constitui um campo de Borel F

Eventos mutuamente exclusivos

Quando a ocorréncia de um impossibilita a ocorréncia do outro
Exemplo: Dado

A = {par}

B = e > A-B=( (eventos mutuamente exclusivos)
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Probabilidade
Definicdo de probabilidade

Probabilidade (Definigdo Axiomdtica)

E qualquer func3o real definida na classe F tal que
Q Pr(4) >0
Q Pr(S)=1
Q Se A-B=10= Pr(A+ B) =Pr(A) + Pr(B)
(eventos mutuamente exclusivos)

Assim,

Pr(-): F =R
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Probabilidade

Probabilidade condicional

Probabilidade condicional

Probabilidade de ocorréncia de A dado que ocorreu B

Pr(ajp) 2 T,

Pr(B) > 0 (1)

Pr(A|B) é probabilidade, pois
r(A
o Pr(4|B) = ZU2) > ¢
e Pr(S|B) =1

@ Para A-C =0=Pr|[(A+C)|B] =Pr(A4|B) + Pr(C|B)
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Probabilidade

Regra da probabilidade total

Teorema da probabilidade total

Sejam Aq, Ay, As, ..., A, eventos mutuamente exclusivos
o Pr(4;,) >0, i=1,2...,n
@ BC{A1+As+---+A4,}

-
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Probabilidade
Regra da probabilidade total - cont.

Teorema da probabilidade total - cont.

o Pr(B) =Pr(BAy) + Pr(BAs) + - -- + Pr(BA,) pois

mutuamente exclusivos

o Pr(B) =Pr(B|A;) Pr(4;) + --- + Pr(B|4,) Pr(4,)

v

Probabilidade total

Pr(B) = 3 Pr(B|A;) Pr(4;) (2)

=1

v
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Probabilidade

Regra de Bayes

Regra de Bayes

Inverso do conceito da probabilidade total

Pr(B|A;) - Pr(4;) 3)
5~ Pr(B|4;) - Pr(4)
i=1

Pr(4;|B) =

Também chamada de probabilidade a posteriori

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 10 / 320



Probabilidade

Independéncia probabilistica

Eventos independentes

Dois eventos A e B sdo independentes se

Pr(A-B)=Pr(A)-Pr(B)
Generalizando (para trés eventos): A, B e C

Pr(AB) = Pr(A) Pr(B)
Pr(AC) =Pr(A)Pr(C) ;Pr(ABC) = Pr(A)Pr(B)Pr(C)
Pr(BC) = Pr(B) Pr(C)
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Probabilidade

Independéncia probabilistica - cont.

Propriedades de eventos independentes

Q Pr(A|B) =Pr(A)

@ Pr(AB) = Pr(A) - Pr(B)

© Pr(AB) = Pr(A) - Pr(B) e Pr(AB) = Pr(A) - Pr(B)
Ou seja Se A e B sdo independentes, A e B s3o independentes e
A e B também o sdo
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Probabilidade

Eventos conjuntos

Eventos conjuntos

Dado S (espago amostral), podemos atribuir diferentes atributos
aos eventos pertencentes a diferentes classes de Borel
S = {$1,$2,... ,xn}
{ Al,Ag,--- ,An e Fi
Bi,By,--- B, € Fy

Exemplo:
S = {Jodo, José, Maria }
(idade,altura)

Rescrevendo:
S = {(10,1.50), (30, 1.80), (32,1.65)}
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Probabilidade

Probabilidade marginal

Probabilidade marginal

A1 +As+-+ A4, =81
Bi+By+:--+ By, =52

Pr(4) = 32 Pr(4i,By) | (4)

7=l ZiPT(A“BJ) =1

Pr(Bj) = > Pr(A;, Bj) | i=1j=1
i=1
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Variaveis aleatdrias

Definicao
Varidvel aleatdria (v.a.) é qualquer fungdo definida no espago
amostral S tal que:

{X:S§—=R,X(w) € (—oo,z],weS}eF (5)

Exemplo

@ Moeda:
S = {cara, coroa}
X(cara) =0
X(coroa) =1
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Variaveis aleatdrias

Fun¢do distribuicdo de probabilidade (fun¢do de probabilidade cumulativa)

Definicao

Fx(z) 2 Pr{X <z} (6)

Exemplo: Distribuicao uniforme

Fx(z)

0, sex<a 1

Fx(x)=< z—a, sea<z<b
1, sex>0
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Variaveis aleatdrias

Fung¢3o distribuicdo de probabilidade - cont.

Q Fx(—o0)=0
Q Fx(o0)=1
Q Pr{ry < X <ux9} = Fx(x2) — Fx(x1)

Q Sex; <x3 = Fx(z1) < Fx(x2), ou seja, Fx(z) é
monoténico ndo-decrescente
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Variaveis aleatdrias
Fun¢do densidade de probabilidade

Definicao

px(z) £ %FX(JC) (7)

Exemplo: Distribuicdo uniforme

Fx(z) px ()

S
1 poeeeooo=es b—a

\4
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Variaveis aleatdrias

Fun¢do densidade de probabilidade - cont.

Q Fx(x fpx §) d§

Q Fx(x) é monotdnico ndo-decrescente = px(z) >0
9 Pr{X>x}:1—FX(x):1—Pr{X<x}

Q Pr{z; < X <x9} = Fx(x2) — Fx(x1) pr &) d¢

z1
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Variadveis aleatorias
Varidveis aleatérias discretas

Dificuldade

Neste caso, as variaveis admitem valores somente em determinados

instantes de tempo. O que ocorre com as probabilidades?
P
& (x 2
rx (@) Fungdes 4(-) de Dirac (impulsos)
Py -
P3 J F(®)3(t — to) dt = f(to)
6t "=
J o) dt =
I T2 T3 a5

0(t) = fungdo impulsiva de Dirac

== u(t),em que u(t)é a fungdo degrau unitdrio
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Variaveis aleatdrias

Varidveis aleatédrias discretas - cont.

Logo, teremos

N
px(z) = Z Pr{X =x;} - d(z — x;)
=1

X N X
Fx(@) = [ px(§) de =Y Pr{X =ai}- [ 8¢ ) de
— 0 i=1 —0o0
Mas sabe-se que
i 0, sex<ux;
[oe-mae={ Lo
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Variaveis aleatdrias

Varidveis aleatédrias discretas - cont.

Py

x1 €2 €3 X
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Variaveis aleatdrias

Varidveis aleatédrias discretas - cont.

fdc
FX(«’17) A
Pp+P2+P3 ——rro—
P3
Pir+Py ————— —
Po
Pr == = = — =
&

Zq X9 x3 Z
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Variaveis aleatdrias

Fung¢3o de densidade de probabilidade gaussiana

Definicdo

Seja X uma v.a., X é dito ter distribuicdo de probabilidade
gaussiana, ou normal, se sua densidade de probabilidade pode ser
escrita da seguinte forma

2
) = e ot <M> (8)

Notacdo usual:
2
X ~ N (p,0%)
. — média
Parametros{ ,u2 A
o“ — variancia
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Varidveis aleatodrias
pdf gaussiana - cont.

Normalizacdo

Z ~N(0,1)

pz(2) = L exp <%2>

Funcao erro

Funcdo de distribuicdo cumulativa da fun¢do gaussiana

erf(x) = Fz(z) = Pr{Z < x}
— \/%_Wé exp <—%2> dz )
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Variaveis aleatdrias

Varidveis aleatérias bidimensionais

Funcdo distribuicdo de probabilidade

Fxy(z,y) =Pr{X <z, Y <y} (10)

interseccao

(X <z, YV<y}={weS|[X(w),Y(w)eD}

evento
emque D={ (X,Y)|X € (—o0,z|, Y € (—00,y]}
Y,
Yy

> 0?

T 5 px,y(z,y) = Fxy(x,y 11
D X XY()aayXY()()
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Variaveis aleatdrias

Varidveis aleatérias bidimensionais - cont.

Q Fxy(—o0,y) =0

Q Fxy(x,—o00)=0

Q Fxy(oo,00) =1
Fxy(z,00) = Fx(z)
Fxy(00,y) = Fy(y)

} distribuicGes marginais

z vy
Q Fxy(z,y)= [ pr,Y B) do d

px(@) = | pxy(@y) dy
(5 &
py(y) = [ pxy(z,y) do

— 00
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Variaveis aleatdrias

Varidveis aleatdrias independentes

Definicao

Sejam X e Y v.a.'s. Elas sdo independentes se:

Fxy(z,y) = Fx(z) - Fy(y) (12)

Fxy(zy) =Pr{X <z, Y<y}
=Pr{X <z} Pr{V <y}
Logo:

pxy(7,y) =px(z) -py(y)| pois
82
px,y(z,y) = g 8yFX,Y(907y)

(Fx(z) Fy(y) = px(x) py(y)

62
= 9r dy oy
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Variaveis aleatdrias

Medidas estatisticas

Momentos

S3o estatisticas de uma variavel aleatdria capazes de representar
seu comportamento probabilistico. Os infinitos momentos
estatisticos definem a funcdo de densidade de probabilidade.

Média
Também chamada de esperanca matemadtica, valor esperado,
momento de 1 ordem, é definido como

=B} 2 [0 px(a) do (13)

para X ~ v.a. continua
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Variadveis aleatorias
Medidas estatisticas - cont.

Para X discreta

p=E{X}= ) =z Pr{X =} (14)

1=—00

OBS: Se px(z) for simétrico em relagdo a um valor
r=a=E{X}=a

Pergunta: Num jogo de moeda, qual a média? E no caso de uma
distribui¢do uniforme entre [0, 1]?
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Variaveis aleatdrias

Medidas estatisticas - cont.

Propriedades da média

O Linearidade - E{X + Y} = E{X} + E{Y} ou ainda,
i=1 i=1
Q E{X Y} =E{X} - E{Y}se X eY sdo v.a.'s independentes

© Transformagdo linear - E{AX} = AE{X}, em que A ¢é
uma matriz qualquer

Q@ E{f(X,V)}= | | f@v)pxy(wy) dudy

—00 —O0
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Variaveis aleatdrias

Medidas estatisticas - cont.

Propriedades da média - cont.

Q Invariancia a transformagdo - Seja Y = g(X), entdo

7 ypy (y) dy = 7 9(2)px (z) dz

@ Se X e Y sdo independentes
E{f(X)-g(Y)} = E{f(X)} - E{g(Y)}
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Variaveis aleatdrias

Medidas estatisticas - cont.

Momentos de ordem k

(e.9]

up =E {Xk} = / z* - px(x) dx (15)

— 00

@ Os momentos de uma variavel aleatéria sdo uma
representacdo da pdf da varidvel

@ A coletanea dos infinitos momentos da v.a. definem sua pdf
@ Algumas distribuicdes possuem alguns momentos nulos

@ A estimativa de momentos cresce em complexidade e decresce
em precisdo com o aumento direto de k
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Variaveis aleatdrias

Medidas estatisticas - cont.

Momentos centrados

Uma importante medida estatistica é avaliar o comportamento da
v.a. em torno da média. Assim, define-se o momento centrado de
ordem k como sendo

o0

a=B{X-n}= [@-nf px@)dz ()

— 00

De particular interesse: variancia (02 = E {(X — p)?} > 0)

OBS: Se px(z) é simétrica em relagdo a média ¢, = 0 para Vk impar!
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Variaveis aleatdrias

Distribuicoes e densidades condicionais

Caracterizacdo da distribuicdo de probabilidade de uma varidvel
aleatdria condicionada a ocorréncia de outra varidvel aleatéria ou

evento

Definicdo distribuicdo cumulativa condicionada

Fx(z|A) 2 Pr{X < z|A}
B Pr{X <z A} (17)
- Pr{A}

d
> px(e]4) 2 = Fx(al4)
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Analisando...

Seja A = {x > a} (evento)

=Pr{X <z|X > a}

(d)x<a

= Fx(zlx >a)=0

A\
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

a T
N
X<z
d
Pr{X <z,X > a} {px(a) @
Fx(olz 2 a) = Pr{X > a} a

[ px(8) dB

Fx(x) 7Fx(a)
1-— Fx(a)

LFx@) _ px(a)
17Fx(a) 17Fx(a)

d
px (x| X > a) = EFX(MX >a) =
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Resumindo

px(z|X >a)= OOPLQU)U(@” —a)
gpx(ﬁ) dp
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Observacdes

o
/px(x\Xza)dxz/ mpﬂ Uz —a) dx
—oo “oo | [ px(B) dB

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 39 / 320



Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Observacdes - cont.

Q E{X|A} =?
A={X >a}
E{X|X >a} = /:U-pX(:c|X2a) dz

o0

:/ooxpﬂ-U(:ca) dx
o] pr(ﬂ) dﬂ

a

Ofox-px(:v) dx
B{X|X > a} = &
[ px(B) dB

a

-
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

ObservacGes - cont.

Q Casoem que A={X =a}

Pr{X <z, X =a}
Pr{X = a}
—_————

v.a. continua=Pr{X=a}=0

Fx(z|X =a) =

Relaxando “um pouco” X = a para

a<X<a+Aa, Aa—0 (depois)
Pr{X <z,a < X <a+ Aa}
Pr{a < X <a+ Aa}

Fx(z|A) = Fx(z|la < X <a+ Aa) =
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Observacdes - cont.

Temos 3 situagdes
@ X <a= Fx(z|A) =0
oa§X§a+Aa$FX(:U|A):%
@ X >a+Aa= Fx(z|]A) =1

Fx(x]4)

| a a+ Aa

\4

-
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

ObservagGes - cont.

Fazendo A — 0:

v

Fx(z]A) = U(z —a)
funcdo degrau unitario

= Fx(z|X =a)=U(x —a)

px(z|X =a) = %FX(@“LX =a)=0(z —a)

-
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Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Funcdo densidade condicional de duas varidveis aleatdrias

py (ylz) =?
Pr{V <y,z < X <z + Ax}
Pr{z < X <z + Ax}

Fy(ylr < X <z + Az) =

Ainda

Yy x+Az
Pr{Y <y, < X <o + Az} = / / pxy(a B) dadB

= pxy(z,5)Az  método de Euler
y

= /pX,Y(9675) ag - Ax

—00

-

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 44 /320



Variaveis aleatdrias

Distribuicdes e densidades condicionais - cont.

Funcdo densidade condicional de duas varidveis aleatdrias - cont.

r+Ax
Pr{iz < X <z+ Az} = / px(v) dy = px(z) - Az

T

Yy Y
[ pxy(z,B)dB-Ax [ pxy(z,pB) db

e e N C)]
prlole) = ) pxrin )

Se X e Y forem independentes

pxy(z,y) = px(z) - py(y)

I (18)

-
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Varidveis aleatodrias
Igualdades de densidades

_ pxy(,y)
° pX\Y(x‘y) - py(y)
° pY|X(y|33) = p);;((z,)y)
. () = px|y (z[y)py (y)
Py x\Y|T) = px (@)
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Problema geral

Funcdo de uma varidvel aleatéria

Dada X ~ v.a. e uma funcio
Y = f(X)

a questdo é como determinar py (y) conhecendo-se px ().
Por exemplo, seja X uma v.a. uniforme em [0, 1]
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Vamos analisar dois casos

lo. caso

X ~v.a. px(z)conhecido

{y—f( z)

4(@) - 0= f(x) é monotdnico crescente

— f é biunivoca|py (y), Fy (v)]
Fy(y) = Pr{Y <y} = Pr{f(X) < y}
Y

A

Como =Pr{X < f~}(y)}

df = Fx [f_l(y)}
)S0= // | o
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

lo. caso - cont.

-
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

© C. C. Cavalcante

{

X ~v.a. px(z)conhecid

y = f(z)

df (z)

dzx

< 0= f(x) é monotdnico d

o

ecrescente

— f é biunivocapy (v), Fy (v)]

Fy(y) = Pr{Y <y}
Fy (y) = Pr{f(X) <y}

Processamento Estatistico de Sinais

=Pr{X > f'(y)}
=1-Fx [f'(y)]

07 \‘X

20. caso

-
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

20. caso - cont.

Fy (y —px(x df (x
py(y) = d?(/ ) = df(x() ) com—d(x) <0
de lz=f~1(y)
_ px(z)
 df(x)
dx

O sinal desaparece pois df(x) também é negativo.
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Resumindo, para fung¢bes de uma variavel aleatéria temos:

Para encontrar py (y)

(19)
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Funcbes nao-biunivocas

i H] i ]
- :«Agc »: «Azy :«Awg, »:;«Am
s | I .| l: .
1 " x T3 Tq

Fy(y) = Pr{Y <y}
=Pr{y <Y <y+Ay}

Como h3 contribuicées de diferentes intervalos de z, entdo

Fy(y) =Pr{z1 < X1 <z1+ Az} + Pr{zy — Azy < Xo < 25}
== Pr{.%'g < X3 <ax3+ A.%'g} == PI‘{.%'4 —Ary < Xy < .1'4}
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Funcdes nao-biunivocas - cont.

Nestes casos, dividimos o espago amostral em regies biunivocas.
Ou seja, teremos
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Funcdes n3o-biunivocas - cont.

Nestes casos, chamando de

y = fi(xz;) em cada regido R;

@)=Y ‘Z’Xﬂ (20)

zi=f=1(y)

A\
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Exemplo

X ~va. N(0,0%)
Y = X?

»
»

2
px() = s e (%)
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Fun¢do de uma varidvel aleatéria

Exemplo - cont.

_ px(x) px ()
Py (y) = ‘dfl(z) U ‘dfz(z)
“lla=pity) 1P o=
R1 Ro
dfi(z)  da?
= — = 2 —
dx dx v \/37
dfa(z)  da?
_— = — :2 =
dx dx v \/gj
() = px ()| L (@) .
Py (y) = px (@) g 77 px(%)],= 5 NG
) e (-ak) 5 w20
0, y<O0
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Func¢do de varias varidveis aleatdrias

Problema
X ~v.a. Y ~v.a.

{ U=f(X,)Y)
V=9(X,)Y)

Conhecido px y (z,y), como achar py v (u,v)?
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Func¢do de varias variaveis aleatéria

pU,V(Ua 'U)

Em regiGes biunivocas:
pxy (T, y)
puyv(u,v) = (21)
P& = = o
em que f(-) e g(-) sdo fungdes inversas. E
du du
J(Y) et | & o | = L
ry) g—” g—” B 4 4
)
v det[ oW
du dv
€ chamado Jacobiano de u,v em relacdo a x,y
Processamento Estatistico de Sinais 59 / 320
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Func¢do de varias variaveis aleatéria

Z=X+Y, X ~va.,Y ~va.
px,y(z,y) conhecido

pz(z) =7

Definir ent3o

w— = pzw(z,w)

Z,w\ 1 1 _
J(ﬂc,y)_det{l 0]_ !

pX,Y(x7y)
| =1

{z:x—i—y

Logo,

pZ,W(Z’ U)) =

x = f(z,w)

y=9(zw)

. o
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Func¢do de varias variaveis aleatéria

Caso particular - cont.

T = w, y=z—w

pzw(z,w) =pxy(w,z —w)

Ent3o, para achar a densidade marginal pz(z), temos
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Funcdes de Variaveis Aleatérias

Func¢do de varias variaveis aleatéria

Caso particular - cont.

Se supormos que X e Y s3o independentes

pxy(w,z —w) = px(w) - py(z — w)
= pzw(z,w) = px(w) - py (2 — w)

o o
pz(z) = /pz,w(z7w) dw = /px(w) py(z —w) dw
—00 —00
convolugdo
Assim:
pz(2) = pe() * py (y) (22)
© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 62 / 320



Processos Aleatdrios

Classificacdo

Em geral, podemos escrever a descricao de um modelo de entrada
e saida de um modelo estocdstico como

T combinag3o linear
valor atual combinac3o linear
dos valores

da saida + (| dos valores passados | = (23)

do modelo da saida do modelo PR G [PRECETEles
da entrada do modelo

Os processos que obedecem o comportamento acima s3o ditos
processos lineares.
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Processos Aleatdrios

Classificacdo - cont.

A estrutura do filtro linear que processard os dados, é determinada
pela maneira que as duas combinagdes lineares indicadas na

Eq. (23) sdo formuladas. Podemos entdo identificar trés tipos
usuais de modelos estocdsticos lineares:

© Modelo auto-regressivo (AR) - no qual ndo s3o utilizadas
valores passados da entrada.

© Modelo moving average (MA) - no qual ndo sdo usados
valores passados da saida. Também chamado de modelo de
média mdvel.

© Modelo ARMA - juncio dos modelos AR e MA.
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Processos Aleatdrios

Modelo auto-regressivo (AR)

Dizemos que uma série temporal z(n),z(n —1),...,x(n — M)
representa uma realizacdo de um processo AR de ordem M se ela
satisfaz a equagdo diferenca seguinte:

z(n) + arz(n —1) + -+ + apyz(n — M) = v(n) (24)

em que aq,...,ap sdo chamados pardmetros AR e v(n) é um
processo de ruido branco.
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Processos Aleatdrios

Modelo auto-regressivo (AR) - cont.

E mais simples enxergar o motivo de tal processo se chamar AR se
escrevermos a Eq. (24) da seguinte forma:

z(n) =bix(n—1) +box(n—2)+---+byz(n—M)+v(n) (25)

em que by = —ag. Desta maneira vé-se facilmente que o instante
atual do processo, ou seja z(n) é igual a uma combinag3o dos
valores passados do processo mais um termo de erro v(n).
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Processos Aleatdrios

Modelo auto-regressivo (AR) - cont.

 Amostra de processo AR '

i(n) - z(n—1) i m(nf 2) .

[Amostra de ruido branco)/

Analisador de processo AR

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 67 / 320



Processos Aleatdrios

Modelo auto-regressivo (AR) - cont.

. Amostra de processo AR
Amostra de ruido branco

z(n— M)

Gerador de processo AR

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 68 / 320



Processos Aleatdrios

Modelo média mével (MA)

Em um modelo de média mével (MA, moving average), o sistema
€ um filtro apenas com zeros e com ruido branco como entrada. O
processo resultante x(n) produzido é entdo dado pela seguinte
equacdo diferenca

z(n) =v(n)+bwv(n —1)+bex(n —2) +...+ bgx(n — K) (26)

em que bq,...,bx sdo constantes chamadas de parametros MA e

v(n) é um processo de ruido branco de média zero e varidncia o2,
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Processos Aleatdrios

Modelo média mével (MA) - cont.

A Equacgdo 26, representa uma versao escalar de um produto
interno. Com isso, podemos representa-la como:

M

z(n) = Z biv(n — i) = vb? (27)

i=0
emquev=_[v(n)vn—-1) ... v(n—M)]e
b=[1b1 by ... bx ]

A ordem do processo MA ¢é dada por K. O termo média mével
surge pois constréi-se uma estimativa do processo x a partir de
uma média ponderada das amostras do processo v.
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Processos Aleatdrios

Modelo média mével (MA) - cont.

 Amostra de ruido branco '

i(n) - v(n—1) i w(nf2) .

[Amostra de processo MA/

Modelo gerador de um processo de média mével.
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Processos Aleatdrios

Modelo auto-regressivo-média mével (ARMA)

Para gerar um modelo auto-regressivo-média movel, utilizando
um processo de ruido branco como entrada, temos a seguinte
equacio diferenca

z(n)+arz(n —1)+ ...+ apyz(n — M) =v(n) + biv(n — 1)

+bov(n —2) + ... + bgv(n — K)
(28)
em que ai,...,ap € by,...,bx sdo os parametros ARMA.

A ordem do modelo ARMA é dada por (M, K).
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Processos Aleatdrios

Modelo auto-regressivo-média mével (ARMA) - cont.

Amostra de processo ARMA
Amostra de ruido branco

Modelo gerador de um processo ARMA de ordem (M, K), supondo
M > K.
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Parte |l

Analise de momentos de segunda ordem
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Funcoes de correlagao

Correlagao

Seja um vetor de v.a. x = [ r1T T2 -+ XN ], temos que a
correlacdo entre dois elementos, ¢ e j, como

o o0
rij = BE{ziz;} = / T3 px (%) dx = / LD, 2 (X5, £) di; daz;
—0o0 —0o0

(29)

v

De uma maneira mais intuitiva, a correlacdo pode ser definida
como a medida de relacdo entre as duas varidveis aleatérias. Note
ainda que a mesma pode assumir valores positivos ou negativos.
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Funcdes de correlacao - cont.

Matrix de correlagio

Podemos unificar uma notacdo para avaliar todos os pares de
variaveis na correlacdo. Desta forma, definimos a matriz de
correlagdo definida como

RX:ZE{XXH}
E{|lz1|*} E{za3} - E{ziay}
_ | Bleasi} E{|z2?} -+ Efwaat«} (30)
Efonstl Blowagh - E{lonP} | yon
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Funcdes de correlacao - cont.

Matrix de correlagdo - cont.

X . .
Se escrevermos o vetor x = [ ] explicitando suas partes real (x;)
X;

e imagindria (x;), temos

By = [ 5 [ ]

(31)

_ [ Bixex} B{xx}
_ [ E{xx'} E{xx}

Desta forma, denotamos

B{xx} = B{x;x'} = RE

1 Hy _ 5O (32)
E{Xixr } = _E{XTXZ' } =Ry

em que E e O denotam as partes par (even) e impar (odd).
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Funcdes de correlacao - cont.

Matrix de correlagdo - cont.

= Propriedades de Ry

@ E uma matriz simétrica: Ry = Rf

© E uma matriz semi-definida positiva
a’lRya >0 (33)

para qualquer vetor N-dimensional a # 0. Na pratica,
geralmente Ry é definida positiva para qualquer vetor
N-dimensional a # 0

© Todos os autovalores de Ry sdo reais e ndo-negativos
(positivos se Ry for definida positiva). Além disso, os
autovetores de Ry sdo reais e podem sempre ser escolhidos
tal que sejam mutuamente ortogonais.

Q R, =2RE + 2RO
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Funcdes de correlacao - cont.

Covariancias e momentos conjuntos

@ Relembrando: momentos centrados sao definidos de maneira
similar aos momentos usuais, apenas a média é envolvida no

calculo da esperancga.

Definimos ent3o a matriz de covariancia de x como

Cx = E{(X - “x)(x - Hx)H}

e os elementos

cij = {(xz - Mi)(xj - /J’j)H}

(34)

(35)

da matriz C« de dimensao N x IN, s3o chamados de covaridncias e
eles sao os momentos centrados correspondentes as correlacoes r;;.
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Funcdes de correlacao - cont.

Covaridncias e momentos conjuntos - cont.

@ A matriz de covaridncia Cy possui as mesmas propriedades de
simetria que a matriz de correlacido Ry.

@ Usando as propriedades do operador esperanca, é facil mostrar
que
Rx = Cx + uxug (36)

@ Se o vetor de médias for pux = 0, as matrizes de correlagcdo e
covariancia sio as mesmas
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Funcdes de correlacao - cont.

Covaridncias e momentos conjuntos - cont.

Para esperancas conjuntas, ou seja, envolvendo mais de uma
varidvel aleatéria, podemos definir a matriz de correlacao
cruzada
_ H
Ry = E {xy"} (37)

e a matriz de covariancia cruzada

ny =E {(X — ) (y — Hy)H} (38)

Note que as dimensdes dos vetores x e y podem ser diferentes.
Assim, as matriz de correlacdo e covariancia cruzadas nao sio
necessariamente quadradas e sdo, em geral, ndo-simétricas.
Entretanto, de suas defini¢cGes segue que:

R,y =R},

39
Cy — CIL, (39)
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Funcdes de correlacao - cont.

Covaridncias e momentos conjuntos - cont.

Quando temos uma soma de dois vetores x e y, temos as
seguintes relacgoes:

@ Correlagao

Rx+y = Rx + ny + Ryx + Ry (40)
@ Covariancia

Cxiy =Cx + Cxy + Cyx + Cy (41)

Vale relembrar que:
@ Varidveis ortogonais implica em correlagdo zero (Ryy, = 0)
@ Varidveis descorrelacionadas implica em covariancia zero,
(ny =0)
Entdo, temos
Q@ Ry,y = Ry + Ry para x e y ortogonais
Q C,yy = Cx + Cy para x e y descorrelacionados
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Transformacoes tempo-freqiiéncia

@ Transformagdo tempo-freqiiéncia diz respeito a transformada
de Fourier quando estudamos sinais deterministicos

@ A transformacdo requer o conhecimento da fungdo do sinal a
ser avaliada na freqiliéncia

S(w) = ${s()}

[e.9]

= /s(t)exp(—jwt) dt

— 00

(42)

@ Pergunta: como fazer no caso de sinais aleatérios? Nao se
conhece os valores do sinal com precisdo e a integral pode nao
existir.

@ Resposta: definir de outra forma a transformada de Fourier
de um processo aleatério
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Transformacoes tempo-freqiiéncia - cont.

Classificacao de processos estocasticos
Q Estaciondrios no sentido estrito (SSS)
o TODAS as estatisticas (momentos) s3o independentes do
tempo, ou seja,
px(t)[T(t)] = px () (2)
© Estaciondrios no sentido amplo (WSS)

s Apenas as estatisticas de primeira e segunda ordem (média e
correlagdo) s3o independentes do tempo, ou seja,

E{X®)}=mn
E{(X(t)—p)?} =02
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Transformacoes tempo-freqiiéncia - cont.

Fun¢do de densidade espectral

Definicao

Para a classe de processos estocasticos WSS definimos a funcao
de densidade espectral como a transformada de Fourier da
correlacdo na forma

Sz(w) = §{ra(7)}

o0

_ / 7l = o) @

— 00

(43)

A funcdo de densidade espectral de poténcia é um indicador da
distribuicdo da poténcia do sinal como uma funcao da frequéncia.

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 85 / 320



Transformacoes tempo-frequiéncia - cont.

Fun¢do de densidade espectral - cont.

Pode-se ainda calcular a correlacdo a partir da funcdo de densidade
espectral, uma vez que a transformada de Fourier é tinica, como

%(T):g*l{sx(w)}:% / Sy (w) exp(jwr) dw  (44)

NOTA: Valem ressaltar que 7 significa a diferenca entre os tempos
que os processos WSS requerem como parametro para caracterizar
a correlacdo. Neste caso, seria o equivalente a diferenca entre as
amostras i e j que temos na correlacdo definida na Equagdo (29)
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Transformacoes tempo-freqiiéncia - cont.

Fun¢do de densidade espectral - cont.

Propriedades

@ O valor médio quadratico de um processo WSS é dado por

o0

B{X*(1)} = ra(0) = 5~ / Selw) dw  (45)

© A densidade espectral de poténcia de um processo WSS é
sempre nao-negativa

Sz(w) >0 para todo w (46)
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Transformacoes tempo-fre

Fun¢do de densidade espectral - cont.

Propriedades - cont.

© A densidade espectral de poténcia de um processo WSS real é
uma func3o par de w

Se(w) = Sa(—w) (47)

© O valor da densidade espectral de poténcia em w =0 é

S.(0) = /TI(T) dr (48)
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Expansao de Karhunen-Loéeve

@ A expansdo de Karhunen-Loéve (KL) é um tipo de expansio
em série de um processo estocdstico

@ A meta é representar o processo como uma soma de fungdes
ortonormais

o E possivel mostrar para o caso continuo (ver Papoulis, 1991 -
pp. 412), mas aqui abordaremos apenas o caso discreto

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 89 / 320



Expansao de Karhunen-Loéve - cont.

Definicao

Seja o vetor x(n) de dimensdo N x 1 que denota uma seqiiéncia

escolhida de um processo WSS de média zero e matriz de

correlacdo Rx. Sejam q1,qs2,...,qn 0s autovetores associados

com os N autovalores da matriz Rx. O vetor x(n) pode ser

expandido como uma combinag3do linear destes autovetores como

x(n) =Y ci(n)a;

=1

Os coeficientes da expansdo sdo v.a. de média zero e
descorrelacionadas definidas pelo produto interno

ci(n) = q@'HX(n)
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Expansao de Karhunen-Loéve - cont.

@ De um ponto de vista fisico, podemos interpretar os
autovetores qi,qz2, . ..,qn como sendo as coordenadas de um
espaco N-dimensional e a expansao KL serd uma projecao do
vetor x(n)no conjunto de suas proje¢des
c1(n),ca(n),...,en(n).

@ Além disso, deduz-se que

Z lei(n)? = [[x(n)||? (50)

em que || || é a norma euclideana.

@ A equagdo acima implica que o coeficiente ¢;(n) tem a mesma
energia que o vetor x(n) observado na i-ésima coordenada

o Tal energia é, légicamente, uma v.a. cuja média é igual ao
i-ésimo autovalor, ou seja

E{lem)*} =N, i=1,2,...,N (51)
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Transformada de Karhunen-Loéve (KLT)

@ E uma transformacdo matematica que determina a
combinacdo linear que maximiza a variancia dos dados em um
certo nimero de dimensoes

@ Com esta transformagdo a maior variancia é encontrada na
primeira dimens3do, a segunda maior variancia na segunda
dimens3o e assim por diante

o E também chamada de Principal Component Analysis
(PCA)

@ A meta é entdo encontrar uma dimensao K < N de tal forma
que os dados sejam adequadamente representados com um
menor nimero de parametros

@ Cilculo das direcoes principais é feito por meio da matriz de
correlacao Ry
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Transformada de Karhunen-Loéve - cont.

Podemos escrever, através do uso da Singular Value
Decomposition (SVD) a matriz Rx como

R, = UAVH (52)

em que U e V sdo matrizes retangulares de ordem K x N, tais
que UUT = VVT =1y e UTU = VIV = I

Assim, a transformada de Karhunen-Loéve do vetor x(n) é dada
por

%(n) = AVix(n) (53)

Observacao 1: PCA/KLT ndo tem uma base tnica de vetores, a
base depende dos dados

Observacao 2: Em estatistica multivariavel é geralmente chamada
de Transformacao de Mahalanobis
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Transformada de Karhunen-Loéve - cont.

Na verdade, a Equagdo (53) projeta os dados em todas direcSes
ortogonais formadas pela matriz de correlagao.

Para usarmos K < N dimensGes, devemos usar somente os K
autovetores associados aos K maiores autovalores. Desta forma

teremos entao
X(n) = AKVgx(n) (54)

em que as matrizes Ag e Vi sdo, respectivamente, a matriz
diagonal com os K maiores autovalores e os seus K autovetores
associados.

Uma informagdo importante é notar que a KLT /PCA torna os
dados brancos, ou seja, Rx = Ix. Isto serd de importancia em
varios problemas de processamento estatistico de sinais.
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Momentos de ordem superior

@ S3o estatisticas de ordem superior a 2

@ Descrevem o comportamento estatistico dos dados com
alguma informacdo a mais

(7]

S3o importante por portarem informacdo da fase dos dados

(]

O momento de ordem 3 recebe o nome de obliquidade
(skewness em inglés) e mede a assimetria da distribui¢do

@ O momento de ordem 4 recebe o nome de kurtosis e é
denotada por K

@ Podemos também classificar as distribuicdes através da
kurtosis
© Para K = 0: distribuicdo mesociirtica
@ Para K > 0: distribuicdo leptocirtica
© Para K < 0: distribuicdo platicurtica
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢bes caracteristica

Primeira funcdo caracteristica
o

Clw) & / px(®) - expliws) di (55)

Importante

|
| 8

o C(—w f px(z) - exp(—jwx) dx

o O(—w) = 3{px( )} (transformada de Fourier de px(z))

A\
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢des caracteristica - cont.

Importante - cont.

@ Notacdo
Px(w) =F{px(x)} = / px(z) - exp(—jwx) dx
E{exp(—jwX)}
@ Assim
px(z) = % / Px(w) - exp(jwz) dw
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢des caracteristica - cont.

Primeira funcdo caracteristica - Varidveis discretas

o0

Px(w) = Z Pr{X = z;} - exp (—jwx;)

1=—00

= E{exp(—jwX)}
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢des caracteristica - cont.

Propriedades Py (w)

Q |Px(w)| <1
Prova:
|Px (w)| = L/ px () - exp(—jwz) dz
/ |px (2)] - | exp(—jwz)| dx = /pX({L') dx
desigualdade de Schwartz
Q Px(0) =1
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢bes caracteristica - cont.

Func¢do geradora de momentos

Px(w) = E{exp(—jwX)}

, — (—jwX)F
exp(—]wx) = Z T (Série de Taylor em torno de X = 0)

00 A
E{exp(—jwx) :IE{ Z %}

k=—o00
Pk
= - \k
—jw
S ey = 3 EEE,
k=—o00

-
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢des caracteristica - cont.

Func¢do geradora de momentos - cont.

Ainda i
PX(W)—Zidwk ‘_ i
k=0 2=
Logo
2, d*Px(w) Wb S p WP
Z dwF T :Zuk (=) m
k=0 w=0 k=0
d* Px (w)
. — k X
M ( ) dwk o

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 101 / 320



Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢des caracteristica - cont.

Sejam X e Y v.a.s independentes com px(x) e py(y) conhecidas.
Se Z=X+Y, pz(z) =7

Solucdo

Py(w) = B{exp(—jwZ)} = E{exp[—jw(X +Y)]}

/ / exp(—jwX) - exp(—jwY) - px,v (z,y) dz dy

/ exp(—jwX) - px (z) d- / exp(—jwY) - py () dy

E{exp(—jwX)} E{exp(—jwY)}
Pz(w) = Px(w) - Pr(w)

[p2(2) = px(@) xpr (¥)|
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Momentos de ordem superior - cont.

Fung¢des caracteristica - cont.

Segunda funcdo caracteristica

V(w) = In[Px (w)] (56)

Importante

@ A segunda fungdo caracteristica é também chamada de
funcao geradora de cumulantes

@ Os cumulantes s3o de extrema importancia na caracterizacio
estatistica de uma v.a.
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Momentos de ordem superior - cont.

Cumulantes

Historia

Os cumulantes foram inicialmente introduzidos pelo astrénomo,
contador, matemadtico e estaticista dinamarqués Thorvald N. Thiele
(1838-1910) que os denominou semi-invariantes.

O termo cumulante surgiu pela primeira vez em 1931 no artigo “The
Derivation of the Pattern Formule of Two-Way Partitions from Those of
Simpler Patterns”, Proceedings of the London Mathematical Society,
Series 2, vol. 33, pp. 195-208, publicado pelo geneticista e estaticista Sir
Ronald Fisher e o estaticista John Wishart, epdnimo da distribuicao de
Wishart.

O historiador Stephen Stigler comenta que o termo cumulante foi
sugerido a Fisher numa carta de Harold Hotelling. Em um outro artigo
publicado em 1929, Fisher chamou-os de funcées de momentos
cumulativos.
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Momentos de ordem superior - cont.

Cumulantes - cont.

Definicao

O cumulante de ordem k é definido como

RO (w)
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Momentos de ordem superior - cont.

Cumulantes - cont.

Propriedades dos cumulantes

© Invariancia e equivariancia

kY +a)=r(Y)+«
rE(Y + a) = ki(Y)

para « uma constante qualquer.

© Homogeneidade (ou multilinearidade)
kr(aY) = a* - ki (Y)
O Aditividade

se X e Y sdo v.a.s independentes

-
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Momentos de ordem superior - cont.

Cumulantes - cont.

Cumulantes e momentos

Os cumulantes s3o relacionados com os momentos através da
seguinte recursao:

1
f‘ékZMkZ<i_1>f€z’-Mk—i (58)

i=1
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Momentos de ordem superior - cont.

Cumulantes - cont.

Cumulantes e momentos - cont.

Desta forma, o k—ésimo momento é um polinémio de grau k£ dos
k primeiros cumulantes, dados, para o caso em que k = 6, na
seguinte forma:

M1 = K1

P2 = k2 + K%

w3 = k3 + 3KaKk1 + /1‘;’

e = kg + 4K3Kr1 + 3/4% Ss 6/42/1% = /f‘ll

ws = K5 + drak1 + 10K3K2 + 10;{31{% + 15/-@%1{1 + 10/62/'{‘%
we = Ke + 6Kr5K1 + 15K4K2 + 15;{41{% + 10/@% + 60k3KoK1+

20/13/1‘% I 15%5’ I 45/4%/1% +F 15/42,%‘11 +F /1?.
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Parte Il

Teoria da Estimacao
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Teoria da estimacao

@ Pergunta: O que é estimagdo?
@ Resposta: Encontrar quantidades de interesse num dado
conjunto de medidas ruidosas (com incerteza).

@ Tipos de quantidades: deterministicas ou aleatérias, linear
ou n3o-linear, variantes ou invariantes no tempo.

o Possiveis técnicas: grande variedade com diferentes
caracteristicas - 6timas ou subdtimas

@ Custo computacional: associado ao tipo de estratégia, mas
geralmente as solugdes 6timas sdo mais complexas e as
subdétimas menos complexas.
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Teoria da estimacao - cont.

Conceitos basicos

Sejam N medidas escalares x(0), z(1),...,2(N — 1) contendo
informacdes sobre K quantidades 61,05, ...,0x que deseja-se
estimar. Tais quantidades sdo denominadas parametros.

Em uma notacdo mais compacta podemos escrever o vetor de
dados ou vetor de medidas,

xy=[z0) z1) ... a(N-1)]" (59)

e o vetor dos parametros como

T

0=1[6 6, ... Ok ] (60)
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Teoria da estimacao - cont.

Conceitos bdsicos - cont.

Definicao

De maneira bastante geral, um estimador 0 do vetor de
parametros @ é uma funcdo matematica pela qual os pardmetros
podem ser estimados por meio das medidas:

~

6 = h[xy] = h[2(0),2(2),..., (N — 1)] (61)

Para os parametros individuais temos

~

ei:hi[XN], iZl,Q,...,K (62)

Se os parametros forem de tipos diferentes, a equacdo acima pode ser
bastante diferente para diferentes i. Ou seja, os componentes h; da
func3do vetorial h podem ter diferentes formas funcionais. O valor
numérico de um estimador @ é chamado de estimativa do parametro 6;.

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 112 / 320



Teoria da estimacao - cont.

Conceitos bdsicos - cont.

Exemplo

Dois parametros geralmente necessdrios sao a média y e variancia
02 de uma v.a. z. Dado um vetor de dados, eles podem ser
estimados por meio das seguintes férmulas bem conhecidas:

juy

N—

= 3 o) (632)
=0
1 N-1
B2= O lals) ~ A (63b)
j=0
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores

@ Um bom estimador deve respeitar algumas propriedades que
facilitam a determinacido das quantidades de interesse

@ A medida de qualidade de um estimador é baseada no erro de
estimacdo, que é definido como

6=6—0=6—h[xy] (64)

@ |dealmente, o erro de estimacio 0 deve ser zero, mas é
impossivel atingir tal critério tao restrito para um conjunto
finito de dados. Desta forma, devemos considerar um critério
de desempenho menos restritivo.
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Polarizacdo e consisténcia

O primeiro requisito é que o valor médio do erro E{GN} deve ser zero.
Assim, usando o operador esperanca em ambos os lados da Eq. (64),
temos a seguinte condi¢cao

E{6} = E{6} (65)

Estimadores que satisfazem a Eq. (65) sdo chamados de ndo-polarizados.
A definicao acima é aplicavel para parametros aleatérios. Para
parametros n3o aleatérios a definicao é dada como

E{66} =6 (66)

Geralmente densidade e esperancas condicionais, condicionadas pelo vetor
de parametros 0 s3o usadas para tratar com parametros deterministicos.
Neste caso, as esperancas sao tomadas apenas sobre o vetor de dados.

-
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Polarizacdo e consisténcia - cont.

Se um estimador ndo obedece as condi¢des (65) ou (66) ele é dito ser
polarizado. Em particular, a polarizacdo b é definida como o valor médio
do erro de estimac3o:

b=[E{6}, ou b=E{6|6} (67)

Se a polarizacdo se aproxima de zero quando o nimero de medidas tende
para infinito, o estimador é entdo dito ser assintoticamente
nao-polarizado. R

Uma medida razodvel para um bom estimador 0 é que ele deve convergir
para o valor verdadeiro do vetor de parametros 6 quando o nimero de
medidas tende para infinito. Estimadores que satisfazem a esta
propriedade assintética s3o chamados de consistentes. Estimadores
consistentes nao s3o necessariamente nao-polarizados.
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Polarizacdo e consisténcia - cont.

Exemplo: Média e variancia
O valor esperado da média amostral é

E{u} = < ZE{HC =—Nu Il (68)

Logo, o estimador é nao-polarizado. E também consistente pois

J2

(A=} = 57 Y Bllal) — AP} = 55 No* = 5 (69)

A variancia se aproxima de zero quando N — oo, implicando que a
média amostral converge, em probabilidade, para o valor correto p.
- o
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Erro médio quadratico

E dtil introduzir uma fungdo de perda L(é) para descrever a
importancia relativa de especificos erros de estimacdo. Uma funcdo
de perda popular € o erro quadratico de estimacgao

L(6) = ||8]|2 = ||6 — 8]|* devido sua tratabilidade matemtica.

O erro de estimagdo 6 é uma v.a. que depende do vetor de dados
xn, logo, L(0) é também uma v.a. Para obter um uma medida de
erro nao-aleatéria é (til definir o indice de desempenho ou critério
de erro £ como a esperanca da funcdo de perda. Assim,

E=E{L)} ou &=E{L()0} (70)
~—_—— ~—_———
aleatério deterministico
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Erro médio quadratico - cont.

Uma critério de erro amplamente usado é o erro médio quadratico
(MSE, do inglés)

Ewse = E {116 - 0]} (71)

Se o MSE tende assintoticamente para zero com o aumento do
nimero de medidas, o respectivo estimador é consistente. Outra
importante propriedade é que o MSE pode ser decomposto como

Emse = E {116~ I’} + |b]? (72)
"’ polarizagido

variancia de 6

Se o estimador é n3o-polarizado entdo o MSE coincide com a
variancia do estimador.

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 119 / 320



Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Erro médio quadratico - cont.

Uma outra medida util da qualidade do estimador é dada pela
matriz de covariancia do erro de estimacgao

cng{ééH} :E{(0—§)(9—§)H} (73)

Ela mede os erros das estimativas individuais dos parametros
enquanto o MSE mede a média dos erros de todos os parametros.
De fato, o MSE pode ser obtido somando os termos da diagonal
da matriz Cg.
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

@ Uma importante medida de um estimador é a sua robustez.
De uma maneira muito grosseira, robustez significa a
insensibilidade a grandes erros de medida, na especificacdo
dos modelos dos parametros.

@ Uma problema tipico com estimadores é que eles s3o sensiveis
a outliers

@ Consideragao de critérios que crescam de maneira
ndo-quadrdtica (menor) que o erro geralmente sdo usadas.

@ Questdo de arte e conhecimento do problema.
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Teoria da estimacao - cont.

Propriedades dos estimadores - cont.

Eficiéncia
@ Um estimador é dito ser eficiente se ele fornece a menor

matriz de covariancia do erro de estimagao entre todos os
estimadores ndo-polarizados otimizados sob algum critério.

@ Ele usa de forma é6tima a informacido contida nas medidas.
@ Uma matriz A ¢é dita ser menor que outra matriz simétrica B,
ou seja, A < B, se a matriz B — A € definida positiva.

@ Resultado importante: existe um limite inferior para a
matriz de covariancia. Este é o chamado Limite de
Cramér-Rao.
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao

Teorema

Se § é um estimador qualquer nao-polarizado de 6 baseado nos
dados medidos x,, entdo a matriz de covariancia do erro de
estimacdo é limitada inferiormente pela inversa da matriz de
informacao de Fisher J, ou seja,

£{(0-8)(6-9)" o} 25 (74)

em que

J-E { [;—9 In [pxmo(XNIO)]] [5—9 In [PxN|9(XN|9)]]H
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

@ Estamos assumindo que J~! existe

@ O termo % In [pr‘g(XN|0)] é o vetor gradiente do logaritmo
natural da distribuicdo py |e(xn|0)

@ As derivadas parciais devem existir e ser absolutamente integraveis
@ O estimador @ deve ser n3o-polarizado, c.c. o teorema n3o é valido

@ O teorema n3o pode ser aplicado a todas as distribuicdes (por
exemplo, a distribuicdo uniforme) devido ao requisito da
integrabilidade das derivadas parciais

@ Pode-se ter também um estimador que n3o exista nenhuma
limitante inferior

@ Mas o CRB (Cramér-Rao Bound) é uma medida importante da
eficiéncia do estimador pois pode ser calculado para um grande
nimero de problemas
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova: Deseja-se provar o limitante dos estimadores
ndo-polarizados com minima variancia.
Sabe-se que n3o-polarizacio é relacionada com

E {§|9} =0, (76)

e entdo a Eq. (76) implica em

oo

E{(éfo) |9} - / ((579) pxo(|6) dz = 0. (77)

— 00

Se derivarmos (77) em relagdo a 6 nds obtemos

% /(5—9)27)(\9(349) dr| =0
70000 (78)
/A apX\aee(xW) e — / % [a'pX|9($|9)] de = 0
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Lembrando que

R L ORI (79)

podemos escrever

00 00

—_———

=1
o B 0
/(99).”'@%&”@;1,

— 00

7.0 0 T T2 0
/9.7’“'9@' ) g — /pxw(xw) dz + / p. Opxp(@f) 1
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Também sabemos que

dln[g(x)] 1 9g(x)

9r  g(z) 0z (81)
e, para g(z) = px|o(|0), nds temos
Olnpxp(zl0)] 1 Opxje(xl6) (82)
o GO
ou de forma equivalente
Ipx|o(x|0) 0In[pxe(|0)]
5y = pxo(z]0) - — 0 (83)
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Aplicando (83) em (80) nds temos

/ (5— e) : w pxp(zld) dz =1,  (84)
e também
0 2
[/ (59)-W-mw(mw) dx] —1.  (85)

Relembrando a inequag¢do de Cauchy-Scharwz, que diz

[ @) ao | [ @) aa] 2 | [ ot 502) d} (56)
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Podemos entdo reorganizar os termos para

a(z) = (é\* 9) “y/px|o(z]0)

B(x) = w “1\/Px|o(z]0)

e usando (86), obtemos

{7 (54)2 - px|o(x]0) daz] : {7 {WT  px|o(2]0) daz] >1.

— 00 — 00

(87)

var()
(88)
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Com isso, obtém-se

var (5) > 1/ZE { [wr} (89)

0 2
Mas o termo [E { [W] } ndo possui significado fisico e

outra expression é necessaria. Ndés sabemos também que

| pxutalo) do =1 (%0)
Ao calcular a derivada de (90) temos
[ 9pxpp(elt)

= ].

/ W dr = 0 (91)
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Utilizando (83) em (91) resulta

7 dInlpx|(|6)]

X pxjo(al6) de = 0. (92)

— 00

Tomando-se a segunda derivada com relagdo a 6, e usando (79),
nés obtemos

oo oo

/ W-pxw@w) dx+/

— 00 — 00

0In[px|e(x|0)] .apxw(xw)

90 og =0

(93)
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Teoria da estimacao - cont.

Limite de Cramér-Rao - cont.

Prova - cont.
Usando (83) na segunda integral de (93) temos

[ et [ SRS P iy 000

— o0 — 00

(94)
o que implica em

9% In[pxe(x|0)] 0In[pxg(z]0)] ?
e CSET L

Dafi, podemos escrever o limitante como

var (5) > —I/E{[wr} (96)
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos

@ Um dos métodos mais simples e antigos de estimagdo é o
método dos momentos
@ Intuitivamente simples (compreensivel) e estimadores
computacionalmente simples
o Fraquezas tedricas
@ Forte relagio com os momentos de ordem superior
@ Relembrando
@ N amostras estatisticamente independentes
2(0),z(1),...,2(N — 1) com uma distribuicdo comum p(z|0)
@ pdf caraterizada pelo vetor de pardmetros 6
@ O momento de k-ésima ordem de X é

e =E{X* 0} = / p(z]0) d k=1,2,...

@ As densidades condicionais s3o usadas para indicar que os
pardmetros @ sdo constantes (desconhecidas). Claramente, os
momentos py sao funcdo dos pardmetros 6.
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos - cont.

@ Por outro lado, podemos estimar os momentos facilmente a partir
das medidas

@ Seja dj, a estimativa do k-ésimo momento, chamado de k-ésimo
momento amostral, que podemos escrever como

do= 5 Y6 (97)

@ A idéia basica do método dos momentos é equacionar os momentos
tedricos i com os estimados dj como:

pie(0) = p (01, 02, ..., Oy ) =dp (98)

@ Em geral, M equagbes para os primeiros M momentos sao
suficientes para resolver os M parametros desconhecidos
91,927 .. 79]\/[

@ Se as Equacdes definidas por (98) possuem solucdo aceitavel, o
estimador é chamado de estimador de momentos e é denotado

por Ouwm
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos - cont.

@ Alternativamente, pode-se utilizar os momentos centrados
ck:lE{(Xf,u)k‘H}

e os respectivos momentos centrados amostrais

N

1 ) &
Sk =1 Z;[x(l) — di]
para formar as M equacgdes
ck(O):ck( 01, 6o, ..., Oy ) = sp, (99)
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos - cont.

Exemplo

Assuma que as amostras z(0),z(1),...,z(N — 1) sdo
independentes e identicamente distribuidas tomadas de uma v.a.
X com a seguinte pdf

pxo(el6) = -exp {—“;—9)] (100)

em que 01 <z < oo e f3 > 0. Deseja-se estimar o vetor de
T ’
] usando o método dos momentos.

parametros 6 = [ 01, 09
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos - cont.

Exemplo - cont.

Para isto, primeiro é necessdrio calcular os momentos tedricos i e

Ha:
*© x (z —61)
w = E{X|0} = —exp |———=| dz =6, +0, (101)
o, 02 02
0o .2 _
M22E{X2|9}:/ —exp G} dz = (61 + 62)* + 03
o, 02 02

(102)
Os estimadores de momentos sdo obtidos equacionado as
expressdes dos momentos tedricos com os dois primeiros momentos
amostrais d; e dy, como

01+ 05 =d; (1033)
(01 aF 02)2 4F 0% = dy (103b)
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos - cont.

Exemplo - cont.

Resolvendo o sistema de equacGes temos

frm = di — 1/ (dz — d2) (104a)

Ooam = 1/ (da — d2) (104b)

A outra solucdo possivel (/9\2,MM = —y/(dy — d%) deve ser rejeitada
porque O tem de ser positivo.

De fato, pode ser observado que (/9\2,MM é igual a estimativa do
desvio padrao e que (/9\1,MM pode ser interpretado como a média
menos o desvio padrdao da distribuicdo, ambos estimados a partir
das amostras.
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Teoria da estimacao - cont.

Método dos momentos - cont.

@ A justificativa tedrica para o método dos momentos é que os
momentos amostrais dj, sao estimadores consistentes dos
momentos tedricos (i, bem como os momentos centrados e
suas estimativas

@ O problema é a eficiéncia dos estimadores. Geralmente a
estimativa dos momentos de ordem elevada sdo bastante
sensiveis a “outliers’

@ Além disso, ndo se pode fazer afirmativas sobre a consisténcia
e polarizacido do estimador de momentos o que dificulta sua
aplicabilidade

@ Quando o nimero de momentos a ser estimado é grande
outros métodos devem ser usados para garantir um estimador
eficiente
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados

@ O método de minimos quadrados pode ser visto como uma
abordagem deterministica para o problema de estimac¢ao
quando n3o s3o necessarias hipdteses sobre as distribui¢bes de
probabilidade

@ Entretanto, argumentos estatisticos podem ser usados para
justificar o método dos minimos quadrados, e eles fornecem
maiores insights sobre suas propriedades

@ Podemos classificar o método dos minimos quadrados em

@ Estimadores lineares
@ Estimadores n3o-lineares e estimadores generalizados
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados linear

Seja o modelo linear bdsico, o vetor de dados (medidas) xy é
assumido ter o seguinte modelo

xy = HO + vy (105)

Novamente, 6 é assumido ser o vetor de pardmetros e vy é um
vetor cujas componentes sdo erros de medida desconhecidos
(apenas as estatisticas sdo conhecidas).

Hipdteses
@ A matriz de observacao Hy s € assumida ser
completamente conhecida.

@ O nimero de medidas é assumido ser pelo menos igual ao
nimero de pardmetros desconhecidos, ou seja, N > M

@ A matriz H tem posto (rank) méximo igual a M

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 141 / 320



Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados linear - cont.

Pode ser notado que, se N = M, podemos escolher vy = 0, e ter
uma soluc3o tnica, ou seja @ = H 'xy.

Se hd mais pardmetros desconhecidos que medidas (M > N) o
sistema é indeterminado, pois ha infinitas solu¢des que satisfazem
vy = 0.

Entretanto, se as medidas sao ruidosas ou contém erros, é
geralmente desejado termos mais medidas (equagdes) que
parametros para termos uma estimativa confidvel. Desta forma,
nos concentraremos na situacdo que N > M.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados linear - cont.

Quando N > M, n3o ha solucdo para a qual vy = 0. Como os
erros sdo desconhecidos, o melhor que se pode fazer é escolher um
estimador @ que minimize, de alguma forma, o efeito dos erros.

Uma escolha natural, por simplicidade matematica, é considerar o
critério de minimos quadrados dado por
1

1
Els = 5||VN||2 = 5 (v — HO)" (xy — HO) (106)

Note que o critério LS difere do critério MSE pois ndo ha
esperanca matemadtica. Além disso, o critério &£ g tenta minimizar
os erros de medida v e n3o o erro de estimagcido 6 — 6.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados linear - cont.

Assim, minimizar o critério na Equag¢do (106) em relagdo aos
parametros desconhecidos 6, ou seja, derivar a equagdo em relacdo
a 0 fornece a chamada equacao normal

(HH) 6,5 = Hxy (107)
para determinar a estimativa LS §|_S de 6.
E geralmente mais conveniente resolver §|_5 da equacdo linear.

Logo, uma vez que assumimos que a matriz H tem posto
completo, podemos explicitar

fis = (H'H) " Hxy = H'xy (108)

em que Hf = (HHH)f1 HY ¢ a chamada pseudoinversa de H
(assumindo N > M e posto completo da matriz)
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados linear - cont.

Podemos analisar estatisticamente o estimador LS assumindo que
os erros de medida tém média zero, ou seja, E{vy} = 0.

E também facil ver que o estimador LS é n3o polarizado, ou seja,

E {§|e} — 9.

Além disso, se a matriz de covariancia do ruido Cy = E{vyvi} é
conhecida, podemos calcular a matriz de covariancia do erro de
estimacdo Cjz dada na Equagdo (73).
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo de minimos quadrados ndo-linear e generalizado

Minimos quadrados generalizado

O problema de minimos quadrados linear pode ser generalizado
adicionando-se uma matriz de ponderacdo definida positiva W ao
critério LS definido na Eq. (106)

1 1
Ewis = Zllvall® = 5 (v — HO)' W (xy —HO)|  (109)
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Teoria da estimacao - cont.

Estimac¢do de minimos quadrados ndo-linear e generalizado - cont.

Minimos quadrados generalizado - cont.

Nota-se que uma escolha natural para a solugdo 6tima é que a
matriz W seja a inversa da matriz de covaridncia dos erros de
medida (ruido) W = C!. Isto é devido esta escolha fornecer o
seguinte estimador generalizado de minimos quadrados

bwis = (HPCy'H) " HC;'x, (110)

também minimiza o erro quadratico de estimacado
Emse = E{||@ — 6]|?|6. Assume-se que 8 é um estimador linear e
nao polarizado.

O estimador dado na Eq. (110) é chamado frequentemente de Best
Linear Unbiased Estimator (BLUE) ou Estimador de Gauss-Markov.

-
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Teoria da estimacao - cont.

Estimac¢do de minimos quadrados ndo-linear e generalizado - cont.

Minimos quadrados generalizado - cont.

Note que o critério generalizado se reduz ao LS linear se
C, = ¢I. Isto acontece quando as medidas tém média zero e s3o
mutuamente independentes e identicamente distribuidas com uma

varidncia comum o2.

A escolha de Cy = oI também se aplica quando n3o se tem
conhecimento a priori sobre a matriz de covariancia do ruido.
Nestes casos, o BLUE coincide com o estimador de minimos
quadrados linear. Esta conexdo fornece um forte argumento
estatistico para o uso do método dos minimos quadrados, ja que o
critério MSE mede diretamente os erros de estimacdo 6 — 0.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimac¢do de minimos quadrados ndo-linear e generalizado - cont.

Minimos quadrados nao-linear

Nem sempre, o modelo linear descreve adequadamente a
dependéncia entre os parametros 0 e as medidas x,. Desta
maneira, uma extensdo natural é considerar o seguinte modelo
nao-linear

XN = f(B) + VN (111)

Aqui, f é um vetor de funcdes nao-lineares e continuamente
diferencidveis sobre o pardmetro 6. Cada componente f;(6) ou
f(0) é assumido ser uma fungdo escalar conhecida dos
componentes de 6
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Teoria da estimacao - cont.

Estimac¢do de minimos quadrados ndo-linear e generalizado - cont.

Minimos quadrados nao-linear - cont.

Similarmente ao modelo linear, o critério de minimos quadrados
nao-linear &y s € definido como uma soma dos quadrados dos

: 2 _ 12
erros de medida v | = >_;[v(j)]*

Assim, para o modelo na Eq. (111) temos

Ents = [xn — £(0)]7 [xn — £(6)] (112)

E o estimador n3o-linear Oy s é o valor de 8 que minimiza o EnLs
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Teoria da estimacao - cont.

Estimac¢do de minimos quadrados ndo-linear e generalizado - cont.

Minimos quadrados nao-linear - co

Assim, o problema da Eq. (112) é um problema de otimizagdo
n3o-linear para encontrar o minimo da funcao Eyis.

Tais problemas geralmente n3o apresentam uma solucdo analitica,
mas varias métodos/ferramentas de otimizagdo podem ser
empregados tais como

@ Redes neurais artificiais
@ Filtros de Volterra
© Métodos heuristicos
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanca

@ Como, o nome sugere, procura maximizar a semelhanca entre
os parametros e o modelo assumido como sendo verdadeiro.

@ Estimador de maxima verossimilhanga (MV) assume que o
vetor de parametros @ é constante ou n3o se tem informacgdo
a priori sobre o mesmo

@ O estimador MV tem vdrias propriedades de otimalidade
assintdtica que o tornam uma escolha desejavel quando o
nimero de amostras é grande

@ Aplicacdo em vdrias dreas, como por exemplo em
comunicagdes: algoritmo de Viterbi
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Método

A estimativa de maxima verossimilhanca (MV) Oy dos
parametros @ é escolhida de tal forma que Oyy maximize a
seguinte fungdo de maxima verossimilhanca (distribui¢do
conjunta)

px(xn10) = px (z(0),...,z(N —1)|6) (113)

das medidas z(1),...,z(NN). O estimador MV ent3o corresponde
ao valor de Oyyy que torna as medidas obtidas as mais semelhantes.
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

@ Uma vez que muitas densidades contém uma fungdo
exponencial, é geralmente util utilizar a fun¢do de log-maxima
verossimilhan¢a In [px (xx|0)], uma vez que o méximo de
px (xn|€) também é o méximo de In [px (xn|0)]

@ Como encontrar o estimador? Através das solugdes da
equacio de semelhanca

Dmlpx(enl)]| =0 (114)
0=0ny

@ A solugdo da Eq. (114) fornece os valores de 8 que maximizam
(ou minimizam) a fun¢do de semelhanga. Se a fung¢do possui
varios maximos maximos e/ou minimos, deve-se escolher o
valor de Oy que corresponde ao maximo absoluto (global)
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

A construcdo da funcdo de MV pode ser uma tarefa bastante
ardua se as amostras (medidas) forem dependentes umas das
outras. Por isso, é quase sempre assumido que as amostras sio
independentes umas das outras, fato que, felizmente, se verifica
freqlientemente na pratica. Assim, a funcao de MV torna-se

px(xn0) = pr (115)

em que px(z(2)|@) é a pdf condicional de uma medida escalar
x(7). Note que se tomarmos o logaritmo na Eq. (115) o produto
torna-se um somatdério de logaritmos . In [px (x(7)|0)]
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Assim, o vetor de verossimilhan¢a da Eq. (114) consiste de M
equacgdes escalares da forma

=0, i=1,...,. M (116)
6=y

% In [pX(XN‘é\MV)}

para os M parametros 0; vy, @ = 1,..., M.

Estas equagbes sao em geral acopladas e ndo-lineares, o que torna
sua solu¢do possivel apenas por técnicas numeéricas, exceto para
casos simples. Em aplicacoes praticas a complexidade
computacional do método MV pode ser proibitiva e aproximagdes
sdo necessariamente empregadas para simplificar a funcdo de
verossimilhanga e/ou uso de métodos sub-étimos.
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Exemplo

Sejam N amostras independentes tomadas de uma v.a. X com
distribuicio gaussiana de média s e varidncia o2. Podemos
escrever a fung¢do de verossimilhanca como

| ; N1
px (xnlp,0%) = O [@ Z (i) — M]2] (117)
) i=0

(2mo?

Ent3o, a funcdo de log-MV torna-se

N 1 =
[px (xnlp, 0%)] = =3 In [270%] — o Z —p)? (118)
1=0
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Exemplo - cont.

A primeira equagao que temos é a seguinte

N-1

0 PN 1 N o~
5, [px (xnlfimv, Gwv)] = =— D, [#(i) — imy]* =0 (119)
H TMv iso

Resolvendo a equag¢do acima temos a seguinte estimativa MV para
a média
N-1

iy = O (i) (120)
=0
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Exemplo - cont.

A segunda equagdo é obtida derivando a fung¢do de verossimilhancga
em relacdo a variancia, ou seja,
N-1
0 N VI
— In [px (xnlimv, ony)] = =0
2
do 20’MV P
(121)
Temos entdo o seguinte estimador MV para a variancia
1 V-1
~9 N~ 12
Gt = > [2(0) — ] (122)
=0
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Exemplo - cont.

Temos entdo as seguintes observacoes:
@ O estimador da média é n3o-polarizado

@ O estimador da varidncia é polarizado pois usa a estimativa da
média. Entretanto, tal polarizacdo é geralmente pequena e
assintoticamente ndo-polarizado
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Algumas propriedades tedricas importantes dos estimadores MV

© Se existe um estimador que satisfaz o limite inferior de
Cramér-Rao como a igualdade, ele pode ser obtido usando o
método da maxima verossimilhancga

@ O estimador de mdxima verossimilhanca Gy é consistente

© O estimador MV é assintoticamente eficiente. Isto significa
que ele atinge o CRB para o erro de estimagao.
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Exemplo

Célculo do CRB para a média de uma v.a. gaussiana unidimensional.
Sabe-se que a derivada da func¢do de log-verossimilhanca em relacdo a
média u é dada por

) 1=
e In [px (xn|p)] = o) Z (123)
=0

Como estamos interessados em apenas um parametro, a matriz de
informacao de Fisher se reduz a um escalar da forma

)

N—1 2
—E [ai [x(z‘)pd] "
1=0

J=E { {a% In[px (XN|M)]] 2

(124)
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Exemplo - cont.

Uma vez que as amostras s3o assumidas independentes todos os
termos de correlacdo cruzada se anulam e temos entdo que

J= 5 Y Bk - po? =2 = N )
=0

g g

Com isso, o CRB para o erro médio quadratico de qualquer
estimador ndo-polarizado 7 da média de uma densidade gaussiana

7

(S
2

E{(n—pplu} 277" == (126)
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Algoritmo Expectation-Maximization (EM)

O algoritmo EM fornece uma abordagem geral de implementacao
iterativa da estimativa MV. Uma das principais vantagens do
algoritmo EM é que ele, geralmente, fornece tratamento de
problemas dificeis pela abordagem MV, tais como problemas com
multiplos pardmetros e funcoes de verossimilhanca altamente
nao-lineares.

Entretanto, o uso do EM requer cautela uma vez que ele pode levar
a minimos/maximos locais j& que possui implementagdo adaptativa

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 164 / 320



Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

H& ainda uma conex3o do estimador MV com o estimador LS. Se
assumirmos que os parametros 0 sio constantes desconhecidas e
independentes do ruido aditivo v, a distribuicdo condicional
px(xn|0) de xx é a mesma que a distribuicdo de vy no ponto
vy =xy — f(6), assim

px(xn|0) = px(xny — F(0)]0) (127)

Se assumirmos que v é gaussiano de média nula e covariancia
o1 entdo teremos

1 1 Hiy o _
px(xn|0) = WGXP{—@[XN — f(0)]" [xn f(G)]}

(128)
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Teoria da estimacao - cont.

Método da maxima verossimilhanga - cont.

Claramente, a Eq. (128) é maximizada quando o argumento da
exponencial é minimizado, uma vez que o termo fora dele n3o é
dependente dos parametros 8. Assim, encontrar o estimador MV
neste problema corresponde a minimizar

xn — £(0))[xn — £(8)] = |xx — £(8)] (129)

Em resumo, mesmo para o caso ndo-linear, se o ruido for
gaussiano, média nula, com matriz de covariancia C,, = Te
independente dos pardmetros 8 o estimador MV e o LS fornecem a
mesma solugdo.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimagdo bayesiana

@ Até entdo, os métodos de estimacao estudados assumiam que
o vetor de pardmetros 6 era constante desconhecida

@ Na abordagem bayesiana, os parametros 0 sio assumidos
aleatérios

@ Isso modifica o tipo de processamento e assume uma questio
importante sobre o conhecimento a priori sobre os parametros

@ Nos métodos bayesianos, isto é informado no problema pelo
conhecimento da densidade a priori pe(0)

@ Na prética, tal conhecimento pleno é bastante raro e somente
algumas hipdteses a priori dos pardmetros sao disponiveis

@ Entretanto, podemos assumir algum conhecimento sobre os
parametros, e.g. se eles sdo gaussianos, se ha um valor limite
para sua média, etc
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

@ A esséncia dos métodos de estimacdo bayesianos é a
densidade a posteriori pg|x (6|xy) dos pardmetros 6 dadas
as medidas xn

@ Isto é de interesse, porqué, basicamente, a densidade a
posteriori contém todas as informacgdes relavantes sobre os
parametros 6

~

@ Escolhendo uma estimativa @ para os parametros 6 sobre
todos os valores de @ para os quais a densidade a posteriori é
alta (mdxima) é uma escolha arbitraria

@ Os dois mais populares métodos de estimacdo bayesiana

© Minimizag¢do do erro médio quadratico (MMSE)
@ Maximizag¢do da probabilidade a posteriori
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizacdo do erro médio quadratico

No método MSE para parametros aleatérios 8, o estimador étimo
Omse (no sentido de minimo erro médio quadrético) é dado pela
minimizagao do MSE, ou seja,

Ewse = E {16 - 0]} (130)

em relacdo ao estimador 8. Como especificar o estimador Gysg?
O teorema a seguir responde esta questdo.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizagcdo do erro médio quadrdtico - cont.

Teorema: Assumindo que os parametros 0 e as medidas xy
possuem a densidade de probabilidade conjunta dada por
pe,x(0,xy), o estimador Bysg que fornece o erro quadratico
médio minimo é dado pela esperanca condicional

Ouse = E {0]xy} (131)

Para entender o resultado, vamos primeiro, provar o teorema.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizagcdo do erro médio quadrdtico - cont.

Deve-se notar que podemos escrever a esperanca da Eq. (130) em
dois estdgios, como

Ense = E {Ho _ 5\\2} — E, {E {”e _ 5\\2\XN}} (132)

Uma vez que minimizar o MSE corresponde minimizar a esperancga
condicional na equagdo acima, tem-se

E {||9 . §||2|XN} = 0"9-20"B{0xy}+E {6"0)xy} (133)
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizagcdo do erro médio quadrdtico - cont.

Ent3o, para encontrar o minimo da Eq. (133) derivamos em
relacdo aos parametros @ e igualamos a zero obtendo

0EmSE
00H

Assim, verificamos o teorema que nos fornece o estimador MSE
para a abordagem bayesiana.

Um outro resultado importante é que o estimador é
nao-polarizado, pois

E {Buse | = Bx {E {8]xx}} = E{6) (135)
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizagcdo do erro médio quadrdtico - cont.

Entretanto, para se calcular a esperanca da Eq. (131) necessita-se
calcular a densidade condicional abaixo, a qual é obtida pela
férmula de Bayes

pxje(xn|0)pe(0)

P <) (136)

pe\X(GIXN) =
em que o denominador é dado pela seguinte integral (regra da

probabilidade total)

o0

px(xn) = / px(o(xn|0)pe(8) 6 (137)

—00
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizagcdo do erro médio quadrdtico - cont.

Assim, a solucdo MMSE para método bayesiano, implica na
necessidade de resolver duas integrais (a da esperanca condicional
e a da densidade das medidas). Infelizmente, tais integrais sdo,
geralmente, impossiveis de avaliar/resolver analiticamente o que
torna a complexidade (implementacdo) de tais métodos também
bastante elevada.

Dois casos especiais permitem solucdo facil e merecem ser
mencionados
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizacdo do erro médio quadratico - cont.

(1) Se o estimador 6 ¢ uma funco linear dos dados, 8 = Lxy, é
possivel mostrar que o estimador étimo que minimiza o MSE é
dado por R

Oimse = mp + Cox Ct (xn — my) (138)

em que myg e my sao os vetores das médias de 0 e xy,
respectivamente, Cx é a matriz de covariancia de xy € Cygx € a
matriz de covariancia de 0 e xy.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizagcdo do erro médio quadrdtico - cont.

A matriz do erro de covaridncia, correspondente ao estimador
OLvse €

= ~ H
E { (9 - GLMSE) <9 - 9LMSE> } = Cg — CyxC'Cxg (139)
em que Cg é a matriz de covariancia dos parametros 6.

Conclusao: Se o estimador MMSE é restrito a ser linear, para
calculd-lo é suficiente conhecer as estatisticas de primeira e
segunda ordem dos pardmetros 6 e dados x .
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Minimizacdo do erro médio quadratico - cont.

(2) Se a densidade conjunta pg x(0,xy) for gaussiana o resultado
do estimador linear é o 6timo geral. Isto é devido ao fato que a
densidade px|e(xn|6) é também gaussiana com a média
condicional dada pela Eq. (138) e matriz de covaridncia dada pela
Eq. (139).

Isto reafirma o fato que para distribuicGes gaussianas, apenas as
estatisticas de primeira e segunda ordem s3o suficientes para
projetar o estimador.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Maximum a Posteriori (MAP)

Uma alternativa ao emprego da minimiza¢do do erro médio
quadratico é a aplicacdo do método bayesiano no mesmo principio
do método da maxima verossimilhanca.

Isto leva ao estimador de maxima a posteriori (MAP) §MAP,
que € definido como o valor que maximiza a densidade a posteriori
po|x(0]xxn) de 8 dada as medidas x .

O estimador MAP pode ser entendido como o valor mais provavel
dos pardmetros @ para os dados x disponiveis.
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Maximum a Posteriori (MAP) - cont.

No método MMSE nés notamos que a densidade a posteriori pode
ser obtida a partir da férmula de Bayes dada na Eq. (136). Uma
vez que apenas o numerador daquela equacao depende dos
parametros @ o estimador MAP também pode ser obtido apenas
maximizando o numerador da Eq. (136).

Assim, o estimador MAP busca encontrar o 8 que maximiza

pxje(xn|0)pe(6) (140)
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Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Maximum a Posteriori (MAP) - cont.

Ent3o, de maneira analoga ao método MV, podemos encontrar o
estimador MAP Oyap resolvendo a seguinte equagdo logaritmica

Oln [pox(61xy)] _ Oln [pxie(xx0)] | 9n[pe(6)]
00 00 00

(141)

Se compararmos a equacgdo acima e a do método MV notamos que
as duas sdo bastante similares, com a diferenca que o estimador

MAP leva em conta a informac3o adicional contida no termo
Jpe(0)

00

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 180 / 320



Teoria da estimacao - cont.

Estimacdo bayesiana - cont.

Maximum a Posteriori (MAP) - cont.

Se a densidade a priori pg(0) é uniforme, o estimador MV e o
MAP tornam-se os mesmos. Este é entdo o caso em que nenhuma
informacdo a priori é disponivel.

Com isso, quando pg (@) ndo é uniforme, os estimadores obtidos
pelos métodos MV e MAP tornam-se diferentes.
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Parte |V

Filtragem Otima
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Introducao e motivagao

Filtragem

Processamento de sinais para extracido ou modificacdo de certas
caracteristicas do sinal

Classico versus moderno

@ Problema de filtragem “moderna”: Wiener e Kolmogorov nos
anos 40

@ Processar, de maneira 6tima, sinais aleatdrios que ocupam
(geralmente) mesma faixa de freqiiéncia

@ Técnicas classicas de PDS n3o satisfazem

o Otimizacdo: escolha de critério que ressalte as caracteristicas
de interesse do sinal segundo uma estrutura de processamento
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Introducao e motivacao - cont.

Escolhas

Estrutura: linear - grande potencial de aplicacdo e simplicidade
de anilise

Critério: minimizagdo do erro médio quadratico (MMSE)

Cendrio: sinal de treinamento disponivel (supervisionado)
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Estrutura basica

combinagdo linear dos dados
e parametros

Ly
Yﬁ@\f\ ¢
& Yy @ Yi Yi = Zwiwz‘
: j=1
/@/ yi=w'x
L x:[azl Ty ... SCK]T
T
W = [ w1 Wy WK ]
185 / 320
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Problema

Otimizar w, isto é, calcular w para que y; = d; (sinal desejado)

@ Solugdo para w 6timo: filtragem de Wiener

@ Esse problema da origem a duas configuragdes fundamentais
que nos interessam
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Estruturas

Filtragem temporal

Primeira estrutura: filtragem temporal, em que x1,x9,...,Tx
sdo amostras temporais de um sinal z(n)
Problema: equalizagdo de canais (Lucky, 1965)

z(n) z(n-1) z(n-2)

x(n)

x(n) e d(n) sdo processos estocasticos estaciondrios discretos
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Estruturas

Filtragem espacial

Segunda estrutura: filtragem espacial, em que x1, 29, ..., xx sdo
amostras espaciais de um sinal z(n) incidindo no conjunto de
sensores (arranjo)

Problema: antenas adaptativas (Widrow, 1960)

Plano da onda incidente

no elemento 0

Direcéio da onda de

propagacio
~ Plano da onda incidente

m.d.cos(6)

no elemento m

Elemento 1 Elemento m Elemento M- 1

Combinador

Safda
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Filtragem X otimizagao

Filtragem 6tima

@ Boa base tedrica

@ Calcular w conhecendo as estatisticas dos sinais envolvidos

@ Tipicamente o modelo abaixo

Estimar as estatisticas

S . caro lar
Aquisigao offline Ca.li:u at 0s
do sinal : N pardmetros
. estaciondrio G dle
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Modelagem

Sistema geral

© Combinador linear: x composto de amostras espaciais

@ Filtro FIR transversal: x composto de amostras temporais
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Modelagem - cont.

Considerando a filtragem temporal, temos ent3o

Minimizar E {e*(n)}

@ Filtro de comprimento M
@ e(n) =d(n) —y(n)

° x(n):[ac(n) cooxzn—M+1) ]T
]T

OW:[U)O wp - Wp-1
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Modelagem - cont.

Consideracgoes:

@ Sinal z(n) é estaciondrio e de média nula
= 1(i,j) = E{z(n —)x(n - j)} = r(i - j)

@ Sinal d(n) é estaciondrio, de média nula e com varidncia igual
2
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Derivando filtro étimo

Do modelo, temos ent3o:

e(n) =d(n) —y(n
(n) - dEn; i ifTi(n) (142)
e2(n) = (d(n) — wx(n)) - (d(n) — w'x(n))" (143)
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Derivando filtro étimo - cont.

Aplicando o operando esperanga...

E{e*(n)} = E{d*(n)} —2wl E {x(n)d(n)} +wT E {x(n)xT(n)} w

variancia correlagao matrix de
de d(n) cruzada autocorrelagdo
(144)
Assim, temos
E {62(n)} =07 — 2w Pxg + W' Ryw (145)

Como a equacdo é quadratica em relacdo aos parametros w, existe
somente um ponto de minimo (maximo)
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Derivando filtro étimo - cont.

Achar o ponto étimo é entdo equivalente a encontrar o ponto onde
a fungdo tem o seu minimo, ou seja

VwE {e*(n)} =0 (146)

Para simplificar a notacdo, podemos chamar E {e?*(n)} = e.
Logo, a Eq. (146) nos leva a derivagdo da Eq. (145) em relagdo
aos parametros w, ou seja

T
Ve = Oe Oe ﬁ s

- a—W - 6—11)0 8w1 o awM_l (147)

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 195 / 320



Derivando filtro étimo - cont.

Ent3o, temos
—2Pxd + 2Rxw =0 (148)

Da qual, apés multiplicacio a esquerda por R !, obtém a equacio
do filtro étimo:

Wopt = R;l * Pxd (149)

A Equagdo (149) é chamada entdo de Equacdo de Wiener-Hopf,
ou conjunto de equagbes normais, e é por vezes escrita como

M—-1
> wopt,itali — k) = pra(k), k=0,1,...,M—1  (150)
=0

em que 7(i — k) é a correlacdo para os instantes i e j e p,q(k) é a
correlagdo cruzada entre z(n — k) e d(n).
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Valor do erro quadratico minimo

De posse do filtro 6timo, podemos entido calcular o valor minimo
do erro médio quadratico, ou seja,

W = Wopt = E {eQ(n)}‘mfnimo
Substituindo a Eq. (149) em (145), obtém-se

Emin = 03 - 2prxd + WTRXW

I
= 0 — 2Ry ' Pxd + PraRx 'BxRy D (151)

2 T —1
=04 — pdex Pxd
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Caracteristicas do calculo filtro 6timo

@ Depende somente das estatisticas de segunda ordem dos
sinais envolvidos

@ Em geral, estimativas precisas de Rx e pxgq nao sao
disponiveis na pratica

@ Considerando-se a ergodicidade, é possivel utilizar médias
temporais para estima-las

@ Supde-se que a inversa da matriz Ry existe. Na prética,
resolve-se o sistema linear RxWopt = Pxd-

@ Caso do combinador linear: mesma solu¢do. A diferenca
reside no cdlculo das correlagdes

@ Extensivo ao caso complexo. Definicdo do gradiente em
relacdo a parametros complexos. Mesma solugdo!
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Principio da ortogonalidade

Uma questdo interessante é verificada por meio da Eq. (146). Ela
implica que o gradiente deve ser nulo em relacdo a todos os
parametros w;, ou seja

de(n)
611)@'

VWIE{eZ(n)}:O:HE{ }:OVi:O,...,M—1(152)

M-
Lembrando que e(n) = [ (n) — Z x(n — z)} entdo temos,

JE{Q- 85’1(;:) -e(n)} -

‘E{L n—1)-e(r )}f0V1‘

(153)

A\ Ou seja, z(n — i) e e(n) s3o ortogonais!
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Principio da ortogonalidade - cont.

d(n)
e(n)

#(n)

>

L

(n—1) y(n) = woaz(n)’+ wyz(n #1) + wyz(n —2)

z(n —2)

Hiperplano de dimensao M

Critério de minimizacdo do erro quadratico médio equivale a um
critério de ortogonalizagio!
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Principio da ortogonalidade - cont.

Desta forma, estamos interessados em d(n) colinear a y(n) pois
nesta condicdo

Jw|e(n)=0=E{e*(n)} =0

d(n)
e(n) Minimizar erro quadratico
médio
)
Tornar erro ortogonal a saida
> do filtro
y(n)
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Comportamento da curva MSE (mean square error)

Meta: observar como se comporta o filtro quando estd em torno
da solucdo étima.

Tomando-se a curva fornecida pelo erro médio quadrado temos a
seguinte expressao:

e=E{e*(n)} =0]— 2w pyq + Wl Rxw
Definindo Aw = W — Wpt, € substituindo em (145) temos

€= 03 —2(Aw + Wopt)Tpxd + (Aw + wopt)TRx(Aw + Wopt)

= 0-3 - 2wgptpxd + ngtRxwopt *2AWTpxd + AVVT]I_{XAW

Emin

+ AWTRxwopt + Wopt Rk AW
(154)
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Comportamento da curva MSE (mean square error) - cont.

continuando...

€ = emin — 2AW pyg + AW  RyAw + Aw! RyRy 'pyy
+ pzngleAw
= €min — 2AVVTpxd =+ AWTRXAW + AVVTpxd + pszW

= €min + AWTRXAW
(155)
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Comportamento da curva MSE (mean square error) - cont.

Podemos ainda diagonalizar a matriz Ry = QAQ” em que Q é a
matriz (ortogonal) dos autovetores de Rx dada por

Q=[a a2 - aqu ]
A1 0
0 AN
dai, pode-se escrever

£ =emin + AW QAQT Aw (156)
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Comportamento da curva MSE (mean square error) - cont.

Define-se ainda o vetor v de parametros v; tal que
_ T
v=Q" Aw (157)

o que leva a
€ = Emin + VI AV (158)

Vantagem: A é uma matriz diagonal ao passo que Ry ndo.
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Comportamento da curva MSE (mean square error) - cont.

Filtro com dois coeficientes
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Comportamento da curva MSE (mean square error) - cont.

Filtro com dois coeficientes - cont.

e(v0, V1) = Emin + A1} + Aov3 (159)

Lembrando que: C (Rx) = ’;& (ndmero de condicionamento)

min

O C(Rx)~1 & curvas MSE mais circulares < x(n) tem
espectro mais plano

Q@ C (Rx)>1 & curvas MSE mais “elipticas” < x(n) tem
espectro com picos
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Comportamento da curva MSE (mean square error) - cont.

Filtro com dois coeficientes - cont.

Curvas de nivel em funcido do niimero de condicionamento
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Aplicacao - equalizacao de canais

Exemplo

Canal v(n) Equalizador

Resposta global
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Aplicacao - equalizacao de canais - cont.

Exemplo - cont.

Buscar o filtro linear 6timo, no sentido da minimizacdo do erro
quadratico médio, que inverta o seguinte canal:

H(z)=14+0.7z!

Assume-se que o alfabeto de transmissdo é BPSK, ou seja,
a(n) € {—1,+1} com igual probabilidade e que o sinal desejado
serd o do instante atual, ou seja, d(n) = a(n).

Para este problema temos que calcular R e pxq dadas para o
problema em questdo por

149 0.7 1
Rx = [ 0.7 149 ] € Pz [ 0 ] (160)
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Aplicacao - equalizacao de canais

Exemplo - cont.

Supondo ainda um ruido aditivo branco na entrada do filtro
(receptor) de SNR = 20 dB, teremos entdo alguma perturbagio no
sinal recebido e em conseqliéncia na sua correlacdo. Assim,
teremos Ry = (Rx + o,I).

De posse de tais quantidades, podemos entdo calcular

0.8579 ] (161)

Wopt = Ry 'Pxa = [ —0.4058

E podemos ainda calcular a resposta global, fruto da convolucdo
do canal com o equalizador:

g=1[08579 01948 —0.2840 "
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Aplicacao - equalizacao de canais

Exemplo - cont.

Ainda temos,
Emin = 0.1421

ot

C (Ry) = 2.7890

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 212 / 320



Parte V

Predicdo de Sinais Estacionarios
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O problema de predicao

Definicao

Predicdo: estimar uma amostra z:(n) a partir de um conjunto de
valores conhecidos deste sinal.

E, em esséncia, um processo de filtragem no qual o sinal desejado
€ uma nova amostra da sequéncia de entrada do filtro.

Linear: Z(n) é uma combinag3o linear dos valores passados.

Forward ou backward:

© Forward. prever uma amostra futura a partir de uma colegdo
de amostras passadas

© Backward: prever uma amostra no passado (desconhecida) a
partir de um conjunto de amostras, inclusive presente
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O problema de predicao - cont.

De passo k
@ Forward:
M+k—1
Bn)= Y wpi-x(n—1i) (162)
i=k
@ Backward:

M-1
En—M—-k+1)= ) wy;-a(n—i+1) (163)
=1

Inicialmente, nos deteremos nos processos de predicao de passo
unitario.
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O problema de predicao - cont.

Amostras disponiveis

1
Forward ?21lz(n-1) 2(n-2) z(n-3) z(n—4) - z(n—-M)
| |
r—- r—:
| |
Backward | z(n) z(n—1) z(n-2) z(n—-3) - z(n—-M+1)| ?

Tempo
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O problema de predicao - cont.

Wy
(a) Forward
2
W
x(n) ’

(b) Backward
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Estrutura do filtro

Para o preditor, usamos um filtro de linha de atraso (filtro FIR)
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Modelagem

Para o caso de predicao de um passo forward temos entao

z(n) = w;‘cp -x(n—1) (164)
em que x(n — 1) = | x(n—Tl) <o x(n—M) ]T e
wi=[wp - wp ]
E também

er(n) =xz(n) —(n) (165)

Meta: tornar Z(n) o mais similar possivel de x(n).

Minimizac3o do erro de predicao quadratico!

Hv}/ian {e%(n)} (166)
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Filtragem 6tima x predicao

O problema é um caso particular da filtragem de Wiener em que
Q d(n) & z(n),
Q x(n) « x(n—1),
Q w; (i=0,...,M—-1) ©wp; (1=1,....M—1)e
Q y(n) & &(n)

Hipdteses

Q z(n) é um sinal estaciondrio no sentido amplo, que implica

re(i,J) = E{x(n —i)z(n - j)} = r(i — j) (167)

Q z(n) tem média nula e varidncia o2
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Filtro preditor étimo

Sabendo que

(n)
(n) — W? -x(n—1)
e?(n) = 22(n) — QW? -x(n — Dz(n) + W? x(n —1)x(n —1)Twy
(168)
Temos entdo
E {efc(n)} =E {2°(n)} - QW?IE {x(n —1)z(n)}
+ W?.ZE {x(n - 1)x(n — DT} wy (169)
=r,(0) — QW?rw,f + W?Rfo

em que Ry e r,  sdo a matriz de autocorrelagdo de x(n — 1) e o
vetor de correlagdo entre x(n — 1) e z(n), respectivamente.
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Filtro preditor étimo - cont.

Para achar o valor 6timo, temos

OFE {e?(n)}
— (170)
—2r, ¢ + 2Rxwy =0

O que nos fornece

Preditor forward 6timo

Wiopt = Ry " Ty f (171)
em que
r:(0) ceeore(M - 1) r2(1)
Ry = : c € Iyf= c
re(M —1) --- r2(0) ro(M)
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Filtro preditor étimo - cont.

@ Se z(n) é branco = r,(i) =0
@ w; é étimo quando E {e?(n)} é minimo

Ou seja, podemos fazer

OFE {efc(n)} 0 —F {aefc(n)} .
ow ¢
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Filtro preditor étimo - cont.

M

Lembrando que ef(n) = x(n) — > wy; - x(n — i), temos entdo

=1

E{es(n)z(n—i)} =0 Vi=1,...,M

(173)

Mas sabe-se ainda que ef(n — k) = z(n — k) — W?X(TL —k—1), e

substituindo-se em (173) temos

E{es(n)- [ef(n—1i)+ w;‘fx(n —-i—1)]}=0

0

E {es(n)es(n — )} + W] B {x(n—1=T)} =0

E{es(n)es(n—1i)} =0 Vi=1,...,M

A Filtro de branqueamento!

(174)

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais

224 / 320



Filtro preditor étimo - cont.

Conseqliéncia
Preditor de ordem infinita <+ Ruido branco no erro de saida

Meta do filtro

O preditor busca entdo fornecer um sinal ef(n) ortogonal entre si
(branco): filtro de erro de predicdo é um “filtro branqueador”

E{ef(n)ef(n —i)} =0 Vi>1
M—00 =1 en)=0
e(n) = ruido branco
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Filtro preditor étimo - cont.

Filtro preditor

Filtro de erro de predigao
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Filtro preditor backward

De forma andloga ao caso forward, podemos derivar a equagao do
filtro de predicdo backward. Definindo

ep(n) = z(n — M) — wi x(n) (175)
emquex(n) = [ z(n) -+ z(n—M+1) ]T
Teremos entao

e2(n) = z2(n — M) — 2wi x(n)z(n — M) + wix(n)x(n)Tw

= F {eg(n)} =r,(0) — 2warx7b + waRxWb
(176)
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Filtro preditor backward - cont.

2
Assim, fazendo %, teremos
Whopt = R;lrx7b (177)
em que
7r2(0) ceorg(M = 1) (M)
Ry = "o, € Tzp=
re(M—1) - 72(0) (1)

Com isso, pode-se visualizar que o preditor étimo backward tem a
mesma estrutura do preditor forward, a menos da organizacdo das
correlagdes nos vetores ry j e ry f.

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 228 / 320



Filtro preditor backward - cont.

Se escrevermos as equac¢des dos filtros étimos, forward e backward,
na sua forma direta, ou seja

Rfo =Ty f (1783)

RxWb =Tzp (178b)
e notarmos que

ry ;= (rpp)" (179)
em que (-)® é a operacdo de reversio no tempo, podemos deduzir

que

wy = (wp)" (180)

Ou seja, € possivel encontrar facilmente o preditor backward a
partir de sua versdo forward e vice-versa.
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Resumo

@ Preditores direto e reverso 6timos tém a mesma estrutura da
filtragem de Wiener

@ Possibilidade de encontrar o preditor direto a partir do reverso
e vice-versa
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Parte VI

Teoria da Deteccao
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Introducao

Teoria da deteccao

@ Definicao: Aplicacdo da teoria da decisdo para deteccdo de
sinais, também por vezes chamada teoria estatistica da
deteccao ou ainda teoria estatistica da decis3o.

@ Objetivo: Descobrir qual o mais provavel sinal a partir de
uma observacdo ou conjunto de observagoes.

© Ferramentas: Critérios que fornecem métricas para calcular
qual hipdtese de deteccdo é a mais provavel dentre um
conjunto.
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Introducao - cont.

Testes de hipdteses

@ Objetiva testar algumas hipdteses e descobrir qual a mais
provavel

@ Elaboracao de um limiar, segundo algum critério

@ Diferentes critérios possuem diferentes limiares e regras de
decisdo (veremos a seguir)

@ Requisitos: cada critério com um certo conjunto de requisitos

@ Aplicacoes: variam dependendo da adequacdo dos requisitos
necessarios.

@ Na seqliéncia, descreveremos os critérios cldssicos em teoria
da estimacdo
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Testes de hipdteses

Classificacdo

Teste binario: duas hipdteses sdo testadas e uma delas é escolhida
(decidida) como sendo a verdadeira (ou mais
provavel)

Teste M-ario: neste caso, temos M hipdteses entre as quais
escolhemos (decisdo) uma delas como sendo a

verdadeira. E um teste mais complexo pois para cada
decisdo temos M possibilidades

Teste simples: neste tipo de teste, as hipdteses sdo caracterizadas
por apenas um parametro.

Teste composto: teste no qual cada hipdtese é caracterizada por
um conjunto de pardmetros.

Inicialmente, iremos tratar dos casos de testes binarios simples.
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Testes de hipdteses - cont.

Modelo: fonte capaz de emitir dois valores distintos

Fonte

> 1,

> 1,

Fonte para hipdteses bindrias.

@ Cada hipdtese a uma das possiveis saidas da fonte

@ Representagdo por varidveis aleatdrias (v.a.)

@ Decisao: Hj ou H; é verdadeira?
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Testes de hipdteses - cont.

Assumindo-se que a decisdo é tomada em uma uUnica amostra:

© o dominio dos valores da v.a. Y constitui o espaco de
observacio R;

Q particiona-se R em duas regides (duas hipdteses);
© se Y estd na regido Ry decisdo em favor de Hy;

© se Y estd na regido R, decisdo em favor de H;.
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Testes de hipdteses - cont.

Regides de decisao

Py, (y\ Ho) Deciso por H,

Fonte

Py, (y‘ Hl)

Decis&o por H,

Regides de decisao.
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Testes de hipdteses - cont.

Densidades de probabilidade

Decisdao deve ser tomada com base em alguma medida:
probabilidade!

Necessidade de modelar a ocorréncia de um valor da varidvel Y
com as hipédteses (condicional)

® py |, (y|Ho) - relativo a hipétese Hy
® py|m, (y|H1) - relativo a hipdtese H;

Além disso, o espaco de observacdo é dado pela unido dos espacos
das hipdteses, ou seja,

R=RyUR, (181)
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Testes de hipdteses - cont.

Deste modo, teremos para o caso de hipdteses binarias, quatro
possibilidades:

© decidir por Hy quando Hj é verdadeira;
@ decidir por Hy quando H; é verdadeira;
© decidir por H; quando Hj é verdadeira;
@ decidir por H; quando H; é verdadeira.

Notacdo

@ Dy implica em dizer que foi escolhida (decidida por) Hy como
verdadeira e

@ D; implica em dizer que foi escolhida (decidida por) H; como
verdadeira.

Discutiremos quais os critérios que podem ser escolhidos para guiar
a tomada de decisdo
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Critério Maxima a Posteriori (MAP)

Problema

Dadas duas hipdteses Hy e H, a decisdo consiste em determinar
qual é a mais provavel, a partir de uma observacdo ou conjunto de
observacoes.

Se tivermos
p(Holy) > p(Hily), (182)

dizemos que a hipétese Hy é a mais provavel, e o inverso, ou seja,
Hy é a mais provavel caso

p(H1ly) > p(Holy)- (183)
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Critério MAP - cont.

Usando o Teorema de Bayes, temos

p(y|Ho) - p(Ho)
p(y)

p(Holy) = (184)

em que p(Hy) e p(Hy), as probabilidades das hipéteses, sdo
denominadas probabilidades a priori e denotaremos aqui
p(Ho) = mo e p(Hy) = m1.

Ainda, pelo Teorema da Probabilidade Total sabemos que

p(y) = p(y|Ho) - m0 + p(y|Hy) - m1 (185)
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Critério MAP - cont.

Aplicando a regra de Bayes na Equagdo (183) temos

p(y|H1) - 71 > p(y|Ho) - mo, (186)

que implica que H; sera assumida como verdadeira implicando em
D1, e Hy sé serd assumida verdadeira, implicando em Dg,caso a
inequacao seja revertida.

Logo, podemos escrever:

Dy
p(y|H1) - m1 2 p(y|Ho) - mo- (187)

Do
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Critério MAP - cont.

Entretanto, é mais usual encontrar a Equagdo (187) na seguinte
forma:

— 2= S 0 (188)

A fungdo L(y) é chamada de razdo de verossimilhanca.

o y . , :
O valor — = 7 é geralmente chamado de limiar e € um valor fixo
™

1
associado a deteccao MAP.
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Critério MAP - cont.

Deve-se notar que na Equacdo (188) ndo ha decisdo para
L(y) = n. Desta forma, para evitar problemas com singularidades,
geralmente se escreve a Eq. (188) como:
Dy
L(y) Z n, (189)
Do

implicando que a decidiremos por D; caso L(y) > 7.
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Critério MAP - cont.

Ainda, como a fun¢do In(-) é monotdnica, uma decisdo equivalente
pode ser tomada se usarmos

L(y) = In[L(y)] Z In[n], (190)

que é chamada de log-verossimilhanga.
No caso de 7 = mp, temos n =1 = In[n] = 0.

Adicionalmente, € interessante notar que em engenharia, os
processos de familias de exponenciais s3o bastante usuais sendo
normalmente usada a log-verossimilhanca.
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Critério MAP - cont.

Exemplo: decisdo de sinal bindrio em AWGN
Problema: Decidir, a partir de medidas ruidosas, qual sinal foi
enviado.

Assim, se tivermos s) = —b e s; = b, para b > 0 e considerando
w1 = mp = 0.5, temos para o sinal observado a seguinte expressao

em que n ~ N(0,02).

Uma forma natural é construir as hipéteses como:
HO: sy é detectado;
H1: sy é detectado.
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Critério MAP - cont.

Exemplo: decisao de sinal bindrio em AWGN - cont.

Para o ruido gaussiano em questdo temos ent3o as seguintes pdfs
condicionais
ly + b/
Hy) = — 192
p(ylHo) = ——sc p( 552 (192)
i v — b
1 y—2>b
H)=— — . 193
P(ylH) = —— exp ( 572 ) (193)
Assim, temos que
2yb\ 2
L(y) = exp (—2> ; 1 (194)
o* ) 5,
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Critério MAP - cont.

Exemplo: decis3o de sinal binario em AWGN - cont.

e tomando a log-verossimilhanca

29b 2 2
Do Dy
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Critério MAP - cont.

Exemplo: decis3o de sinal binario em AWGN - cont.

A figura abaixo ilustra as densidades envolvidas neste processo,
bem como o limiar.

Py, (y‘ Hu) Py, (ﬁl/‘ H, )

Densidades no processo de deteccao de um sinal corrompido por ruido
gaussiano.
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Critério MAP - cont.
Regra de decisao

@ Além do critério de decisdo, saber qual a regra para decisao
(considerando, ainda, duas hipéteses)

@ Dy é tomada quando y estd no espaco de observagdo tal que
L(y) <ne

@ Dj quando y estd no espago associado a L(y) > n

@ Usando a notacdo dos espacos de observacao associados a Dy
e Dy temos

. 1, ye Ry
sm={ o VER (196)
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Critério MAP - cont.

Regra de decisdo - cont.

E podemos entdo escrever a regra de decisdo em fungdo do limiar e
da funcdo de verossimilhanca como

1, VyeL(y)>n

swse() = { o HELIZT (197)

que € a regra de decisio MAP.
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Uma aplicacdo cldssica da teria da deteccdo é na drea de radar, da
qual extraimos muito da nomenclatura usada em teoria da
deteccao.

Uma vez que um radar “ilumina” (jargdo da drea) um certo
volume do espaco, o sinal de retorno pode ser modelado em
termos de duas hipdteses:

(1) Hy corresponde a “sem sinal” e

(2) H; corresponde ao “sinal presente” (alvo).

Neste caso, H é referenciada como hipétese nula e H; como
hipétese alternativa.
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Tipos de erro - cont.

Define-se como F;; a probabilidade de decidir por D;, quando de
fato a hipétese H; é correta. Em termos da pdf temos:

By = /p(yIHj) dy (198)
R;

Considerando hipdteses bindrias, a terminologia histérica da area
de radar é usada para trés das probabilidades existentes.
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Tipos de erro - cont.

Nomenclatura de erros

Py, probabilidade de perda (Pys - miss em inglés). Ou seja, o sinal
estd presente (H; estd correta) e perdemos por escolher Dy;

Py, probabilidade de detecgdo (Pp). Decide por um sinal que de
fato esta presente;

Py probabilidade de “falso alarme” (Pr). Decidir que ha sinal
quando de fato ndo h3;

N3o ha nenhum nome especifico para Fyy.
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Tipos de erro - cont.

Apenas duas destas probabilidades, Py, e Py correspondem a erro.
Em varias aplica¢des, no entanto, estamos interessados na
probabilidade de erro média dada por

PE:P10-7T0+P01'7T1. (199)

Curiosidade: a mesma notacdo de radar é empregada em testes
biolégicos.

Importante!

O desenvolvimento para minimizar a probabilidade de erro também
leva ao detector MAP.
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Critério de Bayes

@ Algumas aplicacbes: diferentes decisGes = diferentes
impactos (custos)

@ Exemplo:testes médicos para doencas fatais.

Probabilidades

@ PFyo: um correto diagndstico da auséncia de uma doenca. Sem
custos adicionais.

@ Fy1: um incorreto diagndstico de uma doenga realmente
existente. Custo alto (morte).

© P e Pi1: decisdo de existir uma doenca realizando o
tratamento (possivelmente). Custos: medicamentos,
internacdo, cirurgia, efeitos colaterais, etc.

O critério de Bayes trata de questSes como esta introduzindo o
conceito de custo.
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Critério de Bayes - cont.

Seja Cj; o custo de decidir D; quando a hipétese H; é correta.
O risco médio R, chamado de risco de Bayes, é dado por:
R = [PooCoo + P1oC1o] - mo + [FPo1Co1 + P11C1a] - m1 (200)

Deste modo, a meta agora é organizar a decisdo para minimizar R.
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Critério de Bayes - cont.

Sabe-se ainda que
Ph=1- Py (201)

P =1- Py (202)

Substituindo as Eqs (201) e (202) na Eq. (200), temos:
R = myCho+m1C11 —7o(Cro— Coo) Poo + 71 (Co1 — C11) Po1 (203)

Mas ainda podemos escrever

Py = /p(y\Ho) dy e Py = /p(y!Hl) dy (204)
Ro Ro
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Critério de Bayes - cont.

Assim,
R = moCho + m1Cr1+

+ / [T0(Co1 — C11)p(y|H1) — mo(Cr0 — Coo)p(y|Ho)] dy

Ro
(205)

@ Os dois primeiros termos s3o constantes;

@ Minimizar R é equivalente a minimizar o integrando
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Critério de Bayes - cont.

Logo, seja a seguinte fungcao

9(y) = m1(Cor — C11) - p(y|H1) — m0(C1r0 — Coo) - p(y|Ho) (206)

Para minimizar g(y), devemos ter

70(C10 — Coo) - p(y|Ho) = m1(Co1 — C11) - p(y|H1),

(207)
e dai

L(y) _ p(y’Hl)

_ 24 mo(Cho = Coo)
p(y|Ho) 5,

= 208
71 (Co1 — C11) e (208)

ou seja, Dy é escolhida para L(y) < ng (limiar de Bayes) e D; é
escolhida para L(y) > ng.
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Critério de Bayes - cont.

@ Para aplicar o teste de Bayes, é necessario o conhecimento
dos custos de decisdo: Cyg, Co1,Cio € C1.

@ No caso, se (C19 — Cyo) = (Co1 — C11), temos que o limiar
de Bayes é igual ao do critério MAP.

@ Logo, o critério MAP é um caso especial do critério de Bayes.

@ A regra de decisdo de Bayes sera entdo

1, Vye L(y) >ns

)= { 0, VyeL(y) <ns (209)
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Critério MiniMax

Até o momento foi discutido o desenvolvimento de critérios que
necessitam de:

(a) probabilidades a priori, somente - MAP;

(b) probabilidades a priori e custos de decisdo - Bayes.

O critério MiniMax é um critério que utiliza como requisito
somente o conhecimento dos custos de decisao.
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Critério MiniMax - cont.

Escolher (assumir) um valor a para a probabilidade a priori 7.
Com isso, o limiar de Bayes ficaria

_ (G0 = Cw)
7 (1—-a)(Co1 — C11)

(210)

© Se tomarmos a Equagdo (200), e tivermos my = 0, entdo H; é
correta.

QR:CH, pOiS7T0:0:>7T1:1:>P01:0:>P11:1.
Q Semg=1=>m=0= Pg=0= Py e R = Cyp.
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Critério MiniMax - cont.

E conhecido que R é uma fungdo concava em my. Dai buscamos
os valores de R para m entre 0 e 1.

Podemos ainda escrever o custo em funcao de a, como:
R(mo,a) =m0 - Ro(a) + (1 — 7o) - Ra(a), (211)

em que Ry(a) e Ri(a) sdo os riscos condicionais para cada uma
das hipdteses com limiar e regra de decisdo controlados por a.

Se a escolha de a for correta R(mp,a) = R (de Bayes). Sendo,
teremos para os casos mp = 1 = R(mp,a) = Ro(a) e

m=1= R(Wo,a) = Rl(a).

Assim, o critério minimax minimiza o Maximo risco.
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Critério MiniMax - cont.

Possibilidade 1

Se a fungdo R(my,a) é decrescente ou crescente para valores de 7
entre 0 e 1.

A solucdo minimax corresponde a encontrar o maximo entre Cy e
C'1, que sdo os valores obtidos quando mg =0 e mg =1,
respectivamente.
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Critério MiniMax - cont.
Possibilidade 2

R(7mo,a) é uma fungdo diferenciavel - solugdo entre mp =0 e
T — 1.

Busca-se o minimo que é obtido derivando a Equagdo (211) em
relacdo a my. Assim, pode-se ver que a solucdo minimax
corresponde ao ponto

Ro(a) = Ri(a) (212)

Com isso, deve-se buscar o valor de a que fornece as
Equagdes (210) e (212).
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Critério MiniMax - cont.
Possibilidade 3

Quando as probabilidades condicionais p(y|Hy) e p(y|H1) sdo
discretas ou hibridas, ndo é possivel diferenciar a verossimilhancga
em todos os pontos.

Neste caso, consideramos duas regras de decisdo. Inicialmente
facamos 7 se aproximar de a como

a” =lima—e¢ (213)

e—0

e temos sua regido de decisdo associada para H; como

a” (Cio — Coo)

Ry =Vy> L(y) > 1—a")(Cor — C11)

(214)
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Critério MiniMax - cont.

Possibilidade 3 - cont.

A segunda regra de decisdo é entdo feita para aproximar my de a
como
T =lima+e (215)

e—0

a

E a regido de decisdo associada é dada por

at(Cho — Coo)
(1 — a+)(C01 — CH)

R =Vy> L(y) > (216)

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 268 / 320



Critério MiniMax - cont.

Possibilidade 3 - cont.

E entdo a regido critica ocorre quando L(y) é igual ao limiar. A
regra de decisdo pode entdo ser escrita como

15 L(y) > MM
mm) =4 @ L) =num , (217)
0, L(y) < nmm

)

Se L(y) > nvm decide Dy, L(y) < num decide Dy e se
L(y) = nmwm decide Dy com probabilidade «.

Deseja-se entao escolher a varidvel « tal que o risco condicional
associado com a decisdo D; e a regra dmm(y) seja o mesmo que o
risco condicional associado com a decisdo Dy e dum(y).
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Critério MiniMax - cont.

Possibilidade 3 - cont.

Para isso, denota-se estes riscos condicionais por sR;,7 = 0, 1.
Assume-se que a regido R] ocorre com probabilidade a e R
ocorre com probabilidade (1 — «). Com isso os riscos condicionais
sao

sRi=a-Rj(a)+(1—a)Rja’), =01 (218)
E a igualdade entre os riscos condicionais é obtida se

Ro(a™) — Ri(a™)
Ro(cﬁ) — Rl(CLJr) TF Rl(a*) — Ro(af)

(219)

o =
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Critério Neyman-Pearson

Este tipo de critério ndo requer nem o conhecimento das
probabilidades a priori nem dos custos de decisdo para sua
formulacio.

Fixar a probabilidade de falso alarme e maximizar a probabilidade
de deteccdo

Ou seja, fazer uma otimizagdo com restricdes do tipo:

{ maximizar Pp

sujeito a Pr < B 220
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Critério Neyman-Pearson - cont.

A probabilidade de falso alarme é definida como

PF = PI‘(D1|H0) = P10 (221)

Ao considerarmos que a varidvel y tem distribuicdo continua sob
ambas as hipdteses, uma derivagdo simples seria

Pr=08<pF. (222)
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Critério Neyman-Pearson - cont.

Usando multiplicadores de Lagrange, define-se a fungio a ser
otimizada Jyp como:

Jxp = Pp — A[Pp — f]

_ Pr(DiH)) - APr(Di[Ho) 8] )
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Critério Neyman-Pearson - cont.

E maximizar Pp também maximiza Jyp. Dai temos que:
Ine = [ ploltn) dy =X [ pluiHo) dy + A9
Ry R

:/wwmwwmn@+w
Ry

(224)

Maximizando Jyp para A > 0, nds desejamos escolher R; tal que o
integrando seja sempre positivo, ou seja

p(y|H1) — Ap(y|Ho) > 0 (225)

decide por D; (hipdtese H;). Dai podemos construir um teste da
razao de verossimilhanca. Logo

(y|H0)
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Critério Neyman-Pearson - cont.

Por definicao temos

Pp = Pr(Dy|Hy) = / pylHo) dy=8  (227)
Ri(N)
e também
Po=Pr(DilH) = [ p(ulH:) dy (228)
Rl()\)

Como ambas as integrais estdo no mesmo espago R;(\) entdo
aumentar A para aumentar (maximizar) Pp também implica em
aumentar Pgr. Deste modo, modifica-se o valor de A\ até encontrar
o maior valor tal que 5 < Bg.
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Critério Neyman-Pearson - cont.

Este valor de Pr ird corresponder ao maior valor de Pp,
respeitando a restricdo e o limiar (\) serd denominado de nnp. A
regra de decisdo entdo serd um pouco mais complicada, dada por,

17 L(y) > TINP
one(y) =49 a, L(y)=mnnp , (229)
07 L(y) < TINP

D, é decidido com probabilidade « para L(y) = nnyp. Assim, nnp €
« sdo escolhidos tal que Pr = 3.
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Resumo

Requisitos dos critérios

Critério Requisitos
Prob. a priori | Custos
MAP Sim N3o
Bayes Sim Sim
Minimax Nao Sim
Neyman-Pearson Nao Nao

Tabela: Resumo dos requisitos de cada um dos critérios.
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Parte VII

Algoritmos Recursivos no Tempo
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Introducao

o Estruturas adaptativas: atualizagcdo dos pardmetros para se
adequar as caracteristicas dos sinais de interesse

@ Regras de atualizacdo: algoritmos de recursao temporal

@ Escolha
@ Critério: o que maximizar/minimizar?
@ Maétodo de busca: como minimizar?
© Complexidade: quanto se pode “pagar’ pelo desempenho?
@ Velocidade de convergéncia: qual o tempo
desejado/disponivel?
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Introducao - cont.

@ Estruturas de filtragem: FIR x IIR

@ Escolha afeta complexidade e nimero de interagdes para
atingir desempenho desejado
o FIR

o Estabilidade garantida

o Critério unimodal

o Condigdes de estabilidade para algoritmo de atualizagdo mais
facil

@ Problemas reais: maior complexidade de modelagem

@ Requer verificagdo de estabilidade

@ Critério multimodal

@ Possibilidade de garantir estabilidade do algoritmo de
adaptacao

@ Menor complexidade para modelar problemas reais
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Filtragem Adaptativa x Filtro Otimo

Filtragem 6tima (Wiener)
© Aquisicio dos dados: obtencido de Ry e pyq
@ Determinagio dos filtro 6timo: Wopt = Rx'paa

© Complexidade computacional ~ M3

‘ Filtragem adaptativa

@ Adquirir os dados e otimizar o sistema adaptativo ao mesmo
tempo (complexidade computacional menor!)

Idéia geral
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Métodos de busca

Critério: atualizar w(n) de forma a minimizar E {e*(n)}.

Para o caso de w(n) com dois coeficientes w(n) = [ wy wq
temos
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Meétodos de busca - cont.

Otimizacao interativa: a partir de uma condi¢3o inicial w(0)
chegar a wop: para 0 < n < N iteragdes

Métodos de busca: baseados nos métodos cldssicos de
otimizagdo de la (gradiente) e 2a (Newton) ordens.

Dada a fungdo J(w) = E {e*(n)} deseja-se que

w(n) >wn+1)= J4 < Jy
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Meétodos de busca - cont.

Considerando a fungdo J(w) expandida em série de Taylor em
torno do ponto w(n) tem-se

oJ

J(w)|w(n+1) = J(W)|w(n) + owl Aw(n+1)

w(n)
0%J

1 T
AW (n+1) ST

Aw(n+1)

w(n)

(230)
em que Aw(n+1) =w(n+1) —w(n)
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Meétodos de busca - cont.

Dois algoritmos importantes

@ baseado na expansdo de 1a ordem

@ baseado na expansdo de 2a ordem

Meta: Gerar Aw(n + 1) tal que J(W)|y (i) < J(W)ly0n)
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Meétodos de busca - cont.

Aw(n+1)

1la ordem:

aJ |
owT lw(n)
Algoritmo steepest descent ( “descida mais ingreme”)

E{e*(n)} = 05 — 2w  pgg + W' Ryw

OF {eQ(n)}

= —2pgq + 2Rxw
ow

Algoritmo steepest descent (gradiente deterministico)

w(n+1) = w(n) — 24 [Rxw(n) — Pad) (231)

Notar que ainda se faz necessario conhecer Ry e p g/
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Meétodos de busca - cont.

|2a ordem: Método de Newton |
Temos que

R
- owowT (232)
= 2R,

H(w)

é a matriz Hessiana de J(w).

H(w) é uma matriz definida positiva (autocorrelagdo), logo a
aproximacao quadratica tem um d(nico e bem definido ponto de
minimo
9J(w) _

v = 0

Meta: obter Aw(n + 1) tal que
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Meétodos de busca - cont.

Assim, temos na regra de Newton que

w(n + 1) = w(n) + pH " (w) 22

= w(n) — 2uH"" () [Ruew(n) — pzd]
(233)

w(n+1)=w(n) —u |w(n) - Ry P
—

Wopt

Algoritmo de Newton

w(n+1) =w(n) — pu[w(n) — Rglpxd] (234)
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Meétodos de busca - cont.

Ainda no algoritmo de Newton, suponha
o u=1
e w(0)=0

Na primeira iteracao temos
W(l) = R;lpzd

ASolugéo 6tima em uma iteracao!
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Caracteristicas do Steepest descent

@ O método de la ordem aproxima J(w) como uma fungdo
linear e “caminha” nessa fungdo com o maior “passo” (maior
declividade) possivel
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Caracteristicas do Steepest descent - cont.

Método linear — algoritmo do gradiente deterministico

win+1) = w(n) — 1V (w)
w(n+1)=w(n) — 2u[Rxw(n) — pad]
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Caracteristicas do algoritmo de Newton

@ O método de 2a ordem “aproxima” J(w) como uma fungdo
quadratica e procura o minimo desta funcdo

@ Encontrar um Aw que nos leve ao minimo, ou seja, a uma
condicdo de gradiente nulo, no passo i + 1.
0J(w)

ow =0

Wit1

@ Obter Aw;1 tal que

Vwd (W) +H(w)Aw =0
Aw = —H Y(w) - Vi J(W)

Como H(w) = 2Ry tem-se
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Caracteristicas do algoritmo de Newton - cont.

1__
Wit1 = W; — §Rx1 . VWJ(W)

—1
Wir1 =W; + Ry "Peg — W

1
wit1 = Ry Pzd

que € a propria solucdo étima.
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Steepest descent x Algoritmo de Newton

@ O algoritmo steepest decent busca encontrar, a cada iteragao,
em qual direcdo a fungdo decresce mais rapidamente
(gradiente descendente)

@ O método de Newton, calcula para a funcdo, qual a direcdo, a
partir do ponto inicial, que chega mais rapidamente ao ponto
Stimo.

@ Método de Newton é mais complexo (inversdo de matriz) e
mais rapido. Para J(w) quadrdtico, uma itera¢do é suficiente
se u=1.

@ Steepest descent é mais simples, mas tem uma laténcia maior
para convergir ao ponto étimo.
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Steepest decent x Newton - cont.

Wo

10 : : : : : : : :
-10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10
w1

Convergéncia dos algoritmos steepest descent (azul) e de Newton
(vermelho). Passos psg = 0.1 € p,, = 1.
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Problemas

@ Equacgbes necessitam conhecimento ou estimativa das
estatisticas Ry € pg4

@ Processamento caro e n3o garante uma convergéncia ao valor
desejado

@ Alternativa: aproximacgdes estocasticas
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Aproximacao estocastica

H. Robbins and S. Monro, “A Stochastic Approximation Method",
The Annals of Mathematical Statistics, vol. 22, no. 3, pp.
400-407, 1951

Idéia: estimagao recursiva de um determinado nimero de
parametros 6, de forma:

0(n) =0(n—1) — u(n)- f0(n—1),z(n)] (235)

em que

x(n) = dados observados no tempo
wu(n) = seqiiéncia decrescente

f(-) = funcdo dos dados e pardmetros
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Aproximac¢ao estocastica - cont.

Sejam

dai decorre que
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Aproximac¢ao estocastica - cont.

la observacao: O algoritmo de Robbins-Monro converge para

flé(n—1),z(n)] = 0.

Supondo vdrias realizagcdes do algoritmo
Oopt € tal que E{f[f(n—1),z(n)]} =0

No nosso caso (filtragem): quem é E {f[0(n —1),z(n)]}?

Sabemos que Vw E {f[f(n —1),z(n)]} =0 para w = Wopt
entdo

de%(n)

110(n — 1), 2(m)] = = (236)
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Aproximac¢ao estocastica - cont.

Partindo da aproximagdo da Eq. (236), a recursdo temporal para
aproximar o critério de minimizar o erro quadrdtico médio seria do
tipo:

w(n+1) =w(n)+ 2u(n + 1)x(n)e(n) (237)
em que e(n) = d(n) —w’ (n)x(n).

Se considerarmos p(n + 1) = p teremos entdo o algoritmo do
gradiente estocastico dado por

‘w(n +1) =w(n) 4+ 2ux(n)e(n) ‘
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Aproximac¢ao estocastica - cont.
Comparacio

Gradiente deterministico: Busca na direcio negativa do
gradiente
w(n+1)=w(n) —2u[Rxw(n) — pzd
Algoritmo de Newton: Mais rapido e mais complexo
w(n+1) = w(n) — p [w(n) — Ry'pud]
Gradiente estocastico: Mais simples, menos requisitos,
desempenho pior
w(n+1) =w(n) + 2ux(n)e(n)
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Algoritmos estocasticos

@ Diferentes aproximacdes podem ser realizadas

@ Meta é reduzir a complexidade dos algoritmos provendo uma
convergéncia para o ponto étimo

@ Algumas técnicas sdo discutidas a seguir
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS

O algoritmo LMS (Least Mean Square) é um algoritmo de busca
que utiliza uma simplificacdo do vetor gradiente por meio de uma
modificagdo na fungdo custo (objetivo)

Propriedades
@ Simplicidade computacional
@ Prova de convergéncia em ambiente estaciondrio

@ Convergéncia n3o-polarizada, em média, para a solu¢do 6tima
(Wiener)
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Se tomarmos o gradiente estocdstico temos entdo
w(n+1)=w(n) — 2u[Rxw(n) — pad]

mas, deseja-se trabalhar com estimativas das estatisticas no
instante n, uma vez que as mesmas podem ndo estar disponiveis
completamente, entdo teremos algo como

w(n +1) = w(n) — 2 [ﬁx(n)w(n) ~ Bra(n) (238)

Ent3o, uma solucdo possivel é fazer uma aproximacdo das
estatisticas por seus valores instantaneos, ou seja

Ry = E {x(n)x'(n)} ~ Rx(n)=
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Desta forma, teremos

w(n+1) = w(n) — 24 [Rx(n) = Braln)]
=w(n)—2u [X(n)XT(n)W(n) — x(n)d(n)] (240)
=w(n) — 2ux(n) [XT(n)W(n) —d(n)]
= w(n) — 2ux(n) [y(n) — d(n)]

Ent3o, a equagdo de recursdo do LMS é dada por:

Algoritmo LMS

‘w(n +1) = w(n) + 2ux(n)e(n) ‘ (241)
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Note que o algoritmo LMS possui a mesma regra de recursdo que
a aproximacdo do gradiente estocastico, por isto é comum usar a
mesma nota¢do para ambos.

Uma questdo importante reside na garantia da convergéncia do
algoritmo para os parametros étimos. Bem como observar se esta
convergéncia é n3o-polarizada.
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Gradiente: o gradiente do algoritmo converge para algum valor?

Tomando as expressoes do gradiente para o algoritmo
deterministico e do LMS

Vet = 2 [Rxw(n) - pa:d]

242
Vims = 2 [x(n)x" (n)w(n) — x(n)d(n)] (242)

podemos ver que as direcoes determinadas por ambos os
algoritmos sdo diferentes (como esperado). Entretanto, se
tomarmos o valor médio no caso do LMS temos

E{Vius} = E{2 [x(n)x’ (n)w(n) — x(n)d(n)] }
= 2 [B {x(n)xT(n)} w(n) — E {x(m)d(n)}]  (243)
=2 [Rxw(n) - de] - vdet

© C. C. Cavalcante Processamento Estatistico de Sinais 307 / 320



Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Estabilidade: quais os valores de p para os quais o algoritmo
converge?

Vamos considerar uma perturbag¢do do vetor de coeficientes em
torno do filtro 6timo, assim temos

AW(TL) = W(n) — Wopt (244)
Utilizando esta definicdo, podemos escrever o LMS como
Aw(n+1) = Aw ) + 2pe(n)x(n)
= Aw(n) + 2ux(n) [x(n) ) ' Wopt + b(n) — x(n)TW(n)]
= Aw(n) + 2ux (n) [eopt(n) — )Tw(n)}
= [T —2ux(n)x(n)"] Aw(n) + 2ueOPt( n)x(n)
(245)
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Sabendo que eopt(n) = d(n) — x(n)T Wop: = b(n) temos entdo, o
valor esperado de

E{Aw(n+1)} = E{[I - 2ux(n)x(n)"] Aw(n)}

+ 2uE {eopt(n)x(n)} (246)

Assumindo independéncia entre x(n), Aw(n) e eqpt(n), temos
entao

E{Aw(n+1)} = [I-2uE {x(n)x(n)T}] E{Aw(n)}

(247)
= (I-2uRx)E{Aw(n)}

Um fator que nos ajuda é saber que podemos decompor a matriz
R, como

R, = QAQ" (248)
em que Q é a matriz (ortogonal) dos autovetores de Rx
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Pré-multiplicando ent3o a Eq. (247) por Q' temos
E{Q"Aw(n+1)} = I1-2uQ"RQ)E {Q"Aw(n)} (249)

Mas sabe-se ainda que

Rx = QAQT
Q"Rx = Q"QAQ"
=AQT
E podemos entdo definir
vin+1)=E{Q"Aw(n+1)} (250)

que sdo versoes rotacionadas dos erros dos coeficientes.
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Dai, temos entao

v(in+1) =v(n) —2uAv(n)

251
— (T - AV (n) (@5%)
Ou seja, para cada elemento v;(n + 1) do vetor v(n + 1) temos

vi(n+1) = (1 — 2uXg)vi(n) (252)

Condicao de estabilidade:
I1—2uX| <1 — —-1<1-2ul\<1

1
0<2uAp <2 — 0<pu<—
HAw S % (253)

Estabilidade: 0 < p <

)\max
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Misadjustment (desajuste): quanto a solu¢do do LMS difere da
solu¢do 6tima?

Tomando w(n) = Wopt, teremos

w(n + 1) = Wopt + QNX(n)e(n)
= Wopt + 2ux(n)[d(n) — (n)Wopt]
= Wopt + 2ux(n)[x (n)Wopt + b(n) — X7 (n)Wopt]

w(n + 1) — Wopt = 2ux(n)b(n)

(254)
Desta forma, podemos ver que E {w(n + 1) — Wopt } = 0 mas que
a variancia n3o é zero devido ao termo b(n).

@ 1 impacta na varidncia do erro de ajuste

@ w(n + 1) ao final da convergéncia fica “em torno” de wqpt
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Algoritmos estocasticos -

Algoritmo LMS - cont.

=
[a]
N\STH
Convergéncia do LMS Trajetéria do LMS (azul) para o
(vermelho) para Jmin (azul)  ponto étimo (solucio de Wiener)
usando p = 0.1 usando p = 0.1
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS - cont.

Resumo:
@ Algoritmo com baixa complexidade
@ Converge, em média, para o filtro étimo
@ Fator de passo influencia na velocidade de convergéncia

@ Compromisso com o erro de desajuste
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS normalizado

Motivacao

@ O algoritmo LMS apresenta o fator de passo dependente das
caracteristicas da correlacdo

@ Para aumentar a velocidade de convergéncia, aumenta-se o
fator de passo, mas o mesmo fornece um erro residual maior

@ |déia: colocar os dados para servirem de regulagdo ao
desajuste
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS normalizado - cont.

Sabendo que
w(n+1) =w(n) + 2ue(n)x(n) = w(n) + Aw(n) (255)
temos entdo que

e2(n) = d*(n) +wT (n)x(n)xT (n)w(n) —2d(n)w? (n)x(n) (256)

Se usarmos uma troca de w(n) = w(n) + Aw(n), teremos entdo:

e2(n) = 2(n) + 2Aw T (n)x(n)xT (n)w(n)

+ AW (n)x(n)xT (n)Aw(n) — 2d(n) AwT (n)x(n)
(257)
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS normalizado - cont.

Ent3o, definindo
Aée?(n) = €(n) — €(n)
= 2Aw! (n)x(n)e(n) + AW (n)x(n)xT (n)Aw(n)
(258)

Meta: tornar Ae?(n) negativo e minimo pela escolha apropriada
de
Substituindo Aw(n) = 2ue(n)x(n) na Eq. (258) tem-se

Ae?(n) = —4pe?(n)xT (n)x(n) + 4p2e®(n)[xT (n)x(n)]> (259)

Valor de p é dado por %;(n) = (, de onde tem-se

1

a 2xT(n)x(n) (260)

I
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS normalizado - cont.

Com isso, o algoritmo do LMS normalizado é entdo dado por

Algoritmo LMS Normalizado

= w(n +XTLGTL
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS normalizado - cont.

Algoritmos LMS (azul) e LMS-Normalizado (vermelho) com mesmo fator
de passo pims = HLMS-Norm = 0.5, comparados com Jnin (preto)
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Algoritmos estocasticos - cont.

Algoritmo LMS normalizado - cont.

w1

_25 L I it I L L L L L

Trajetérias dos algoritmos LMS (azul) e LMS-Normalizado (vermelho)
para o ponto 6timo
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